
• 5.1 导数的概念 

• 5.2 求导法则 

• 5.3 参变量函数的导数 

• 5.4 高阶导数 

• 5.5 微分 



• 一、 导数的定义 

• 二、 导函数 

• 三 、导数的几何意义 
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一、 问题的提出 

(1) 瞬时速度问题 

设一质点作直线运动,其运动规律为s=s(t),若t0为某一确 

定时刻,t为邻近于t0的时刻,则质点在时间段[t0,t](或[t,t0])上 

的平均速度为 

若 t t
0 时平均速度的极限存在,则称此极限 

( ) ( )
lim
t t

s t s t
v

t t
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为质点在t0时刻的瞬时速度. 



（2）切线的斜率 割线的极限位置——切线位置 

播放 
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如图,曲线y=f(x)在其上边一 

点 ( , )P x y
0 0

处的切线是割线PQ 

 

T

0x xo x

y

)(xfy 

C P 

Q 

当动点Q沿曲线无限接近于点P 

时的极限位置.由于割线PQ的斜 

率为 

x x
0

因此当 时如果 k 的极限存在,则极限 

为切线PT的斜率. 



二、 导数的定义 

( ) ( )
( ) lim .
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f x f x
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定义 设函数y=f(x)在点x0的邻域内有定义,若极限 

存在,则称函数f在点x0可导,并称该极限为函数f在点x0的 

导数,记作 ( ),f x
0 即 

( ) ( )
lim .
x x

f x f x

x x
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若以上极限不存在,则称f在点x0不可导. 
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f x x f xy
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 0 0

0 0
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如果令 , ( ) ( ),x x x y f x x f x       
0 0 0

则导数定义可为 

所以函数的导数是函数增量y与自变量的增量x之比 

y

x




的极限, 

y

x




称为函数关于自变量的平均变化率,而 

f'(x0)称为f在点x0处关于x的变化率. 



播放 

三、导函数的几何意义 

瞬时变化率是函数平均变化率的逼近函数. 
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四、 单侧导数 

（1）左导数: 

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

x x x

f x f x f x x f x

x x x    

   


 0
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0
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定义 设函数f(x)在x0的左邻域(x0-,x0]上有定义,若左 

极限 

存在,则称此极限为f(x)在x0的左导数,记作 ( ).f x


0



（2）右导数: 

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

x x x

f x f x f x x f x

x x x    
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定义 设函数f(x)在x0的右邻域[x0,x0 +)上有定义,若右 

极限 

存在,则称此极限为f(x)在x0的右导数,记作 ( ).f x


0



定理 函数f(x)在点x0处可导左导数和右导数都存在 

) ( 0 x f  
 ) ( 0 x f  

 且相等.即 与 存在且 ( ) ( ).f x f x 
 

0 0

此时 ( ) ( ) ( ).f x f x f x 
   

0 0 0



若函数f在区间I上每个点处可导 (对区间的端点,只考 

五、 导函数 

虑单侧导数),则称f为I上的可导函数.这时对每个xI都有 

一个导数 ( )f x (或单侧导数)与之对应,从而就定义了一个 

I上的新函数,称为f在I上的导函数,也称为导数.记作 

,f y 或 ,
dy

dx
即 

( ) ( )
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f x x f x
f x x I
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注1 如果 ) ( x f 在开区间(a,b) 内可导,且 ) ( a f  
 及 ) ( b f  

 

都存在,就说f(x)在闭区间[a,b]上可导. 

注2  
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分段函数 

在分点x0处的可导性只能用单侧导数进行讨论. 
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都存在,且 0 0
( ) ( )f x f x a

 
   时,f(x)在x0可导,且 0

( ) .f x a 

注3  导数定义通常可以写成 
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f x x I

h 

 
  

0



步骤: );()()1( xfxxfy 求增量

;
)()(

)2(
x

xfxxf

x

y









算比值

.lim)3(
0 x

y
y

x 





求极限

例1 .)()( 的导数为常数求函数 CCxf 

解 
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六、由定义求导数 



例2 .)(sin)(sin,sin)(
4





x

xxxxf 及求设函数
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例3 .)( 的导数为正整数求函数 nxy
n
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例4 .)1,0()( 的导数求函数  aaaxf
x

解 
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例5 .)1,0(log 的导数求函数  aaxy a

解 
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例6 .0)( 处的可导性在讨论函数  xxxf

解 xy 
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 ff即 .0)( 点不可导在函数  xxfy
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1.几何意义 
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为倾角

即切线的斜率

处的在点

表示曲线
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切线方程为 

法线方程为 
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七、导数的几何意义与物理意义 



由导数的几何意义,  得切线方程为 

法线方程为 

例7 求函数 ( , )P x y
0 0

在点 ( )f x x 3 处的切线方程 

程与法线方程. 

解 由于 ,
y

x x x x
x
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0
3 3 所以 

( ) .f x x  2

0 0
3

( ) .y y x x x x x x     2 2 3

0 0 0 0 0
3 3 2

( ) ( ).y y x x x x x
x x
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2.物理意义 非均匀变化量的瞬时变化率. 

变速直线运动:路程对时间的导数为物体的
瞬时速度. 
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交流电路:电量对时间的导数为电流强度. 

.lim)(
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t

q
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非均匀的物体:质量对长度(面积,体积)的导
数为物体的线(面,体)密度. 



定理  凡可导函数都是连续函数. 

xxxfy  )( 0

八、可导与连续的关系 

证 ,)(
0
可导在点设函数 xxf )(lim 0

0
xf

x
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且 
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y
)0(0  x则 其中 从而 

0])([limlim 0
00

xxxfy
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.)(
0
连续在点函数 xxf故 

注1: xxxfy  )( 0
称为有限增量公式. 

注2: 该定理的逆命题不真.即连续函数不一定可导. 



连续函数不存在导数举例 

.,)(
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函数在角点不可导的角点为函数

则称点若连续函数

xf

xxfxfxf
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.)(0,0 的角点为处不可导在 xfxx 
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0 1 

例如, 

,1)( 3  xxf

.1处不可导在 x

) ( . ) ( 0 不可导 有无穷导数 在点 称函数 x x f 

, ) ( . 2 0 但 连续 在点 设函数 x x f 
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例如, 

.0处不可导在 x

0 

1 

1/π －1/π x

y

. , ) ( 0 点不可导 则 指摆动不定 x 

) ( . 3 不存在 在连续点的左右导数都 函数 x f 



x

y

o x

y

0xo

)(xfy 
)(xfy 

) ( . 不可导点 

) ( , 0 的尖点 为函数 则称点 符号相反 x f x 

, ) ( . 4 0 0 的两个单侧导数 且在点 若 x x f    



例8 讨论函数 

1
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在x=0处的连续性与可微性. 
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解 因 
1

sin
x 0

1
0 0lim sin ( )

k

x
x k

x
 是有界函数,所以 

从而k>0时, 即f(x)在x=0连续. 

又在x=0处,有 

所以k>1时, f(x)在x=0可导,且 0 0( ) .f  



八、函数的极值与达布定理 

定义 设函数f(x)在区间I上有定义,x0是I的内点,若存在 

x0的某邻域U(x0),对任意x U(x0),有 

( ) ( )( ( ) ( )),f x f x f x f x 
0 0

则称函数f在点x0取得极大(小)值,点x0称为极大(小)值点, 

极大值与极小值统称为极值,极大值点与极小值点统称为 

极值点. 



( ) ( )( ( ) ( )),f x f x f x f x 
0 0

注1 函数的极大值与极小值是局部概念,满足不等式 

的邻域可以充分小.函数的最大值与最小值是整体概念. 

注2 函数在区间I上的极大值点与极小值点可能有很多 

个,极大值不一定大于与极小值.如图: 

x 

y 

O 
x1 x2 



注3 函数在区间I上的最大值与最小值不一定存在如果 

存在,一定是唯一的.当函数的最大值或最小值不在区间的 

端点取得时,最大值点一定极大值点,最小值点一定是极小 

小值点. 

x 
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x1 x2 



证 因为 
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( ) lim
x x

f x f x
f x

x x
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例  证明:若f'+(x0)>0,则存在>0,对任何x(x0,x0+), 

  0由极限的局部保号性知,存在 ,对任何 ( , )x x x 
0 0

( ) ( )f x f x

x x






0

0

0

故对任何 ( , )x x x 
0 0 有 ( ) ( ).f x f x

0

有f (x0)<f(x). 



有 ( ) ( ).f x f x
0

注1: 若 ( )f x
 

0
0 则存在 对任何   0 ( , )x x x 

0 0

若 ( )f x
 

0
0 则存在 对任何   0 ( , )x x x 

0 0

有 ( ) ( ).f x f x
0

若 ( )f x
 

0
0 则存在 对任何   0 ( , )x x x 

0 0

( ) ( ).f x f x
0有 

注2:定理的结论表明, ( )f x
 

0
0 时, x

0 不可能是极值 

点. 



(费马定理)设函数y=f(x)在点x0的邻域U(x0)内有 定理 

定义,且在x0可导,若点x0为f的极值点,则 ( ) .f x 
0

0

x 

y 

O 
x1 x2 

    注1 费马定理的几何意义 

是:函数在可导的极值点处 

有水平切线.如图x2 ,x2处有 

水平切线. 

注2 ( )f x  0满足方程 

的点,称为函数的稳定点.或 

驻点. 



k为介于 ( )f a
 与 ( )f b

 之间的任意实数,则至少存在一点 

( , )a b 使得 ( ) .f k  

证明 设F(x)=f(x)-kx,则可证F(x)在[a,b]上可导且 

( ) ( )f a f b 
 定理 (达布定理)设f(x)在[a,b]上可导,且 

( ) ( ) ,F x f x k  

因此 ( ) ( ) ( ( ) )( ( ) ) ,F a F b f a k f a k   
        0 不妨设 

( ) ,F b
  0( ) ,F a

  0 从而存在 

( ), ( ), ,o o
x U a x U b x x   

1 2 1 2



使得 ( ) ( ), ( ) ( ),F x F a F x F b 
1 2 又F(x)可导,从而连续, 

因此F(x)在(a,b)内取极大值,设极大值点为 ,则 ( ) ,F    0

即 ( ) .f k  

这一定理也称为导数的介值定理. 



1. 导数的实质:  增量比的极限; 

2. axf  )( 0  
 )( 0xf ;)( 0 axf 



3. 导数的几何意义:  切线的斜率; 

4. 函数可导一定连续，但连续不一定可导; 

5. 求导数最基本的方法:  由定义求导数. 

6. 判断可导性 

不连续,一定不可导. 

连续 
直接用定义; 

看左右导数是否存在且相等. 

九、小结 



思考题 

    函数 )( xf 在某点 0x 处的导数 )( 0xf 

与导函数 )( xf  有什么区别与联系？



思考题解答 

       由导数的定义知， )( 0xf  是一个具体的

数值， )(xf  是由于 )( xf 在某区间I 上每一

点都可导而定义在I 上的一个新函数，即
Ix  ，有唯一值 )(xf  与之对应，所以两

者的区别是：一个是数值，另一个是函数．两

者的联系是：在某点 0x 处的导数 )( 0xf  即是导

函数 )(xf  在 0x 处的函数值．



5.2 求导法则 

 一、导数的四则运算 

 二、反函数的导数 

 三、复合函数的导数 

 四、基本求导法则与公式 



一、 导数的四则运算 

)()()( xvxuxf 

定理 若函数u(x),v(x)在点x0可导,则函数 

在点x0也可导,且 ( ) ( ) ( ).f x u x v x   
0 0 0

x

xvxuxxvxxu
xf
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( ( ) ( )) ( ) ( ), .u x v x u x v x x I     
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注1 当u(x),v(x)在区间I上可导时,有 

特别地,当v(x)=c为常数时,有 

( ( ) ) ( ), .u x c u x x I   



证 

定理 若函数u(x),v(x)在点x0可导,则函数f(x)=u(x)v(x) 

在点x0也可导,且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x u x v x u x v x   
0 0 0 0 0
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． 
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( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ), .u x v x u x v x u x v x x I     

注2 当 )(),( xvxu 在区间I上可导时,有 

为常数时，有 特别地,当 ( )v x c

( ( )) ( ), .c u x c u x x I    
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在点x0也可导,且 

特别地 

定理 若函数u(x),v(x)在点x0可导, v(x0)0,则函数 

在点x0也可导,且 
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注3 若函数 在区间I上可导, ( )( , , , )
i

u x i n 1 2

( ( )) ( ).
n n

i i i i

i i

c u x c u x
 

  
1 1
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( , , , )
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c i n 1 2 为常数,则 
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(cos ) ln cos (ln )x x x x  

cos
| sin ln .
x

y 


       

 

1 ． 

xxy lncos | .
x

y 
例1 设 求 y 及 

解 根据积的导数运算法则 

(cos ln )y x x 

cos
sin ln .

x
x x

x
 

从而 



例2 设 1 2 100( ) ( )( ) ( )f x x x x x    求 0( ).f 

解: 

0

0
0
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n
xy
 .y例3设 求 

解 

sin (sin ) cos sin (cos )
( ) sec .
cos (cos ) cos

x x x x x
y x

x x x
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2 2
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( ) csc .ctgx x   2

． 

例4设 )(, ctgxtgxy  .y求 

解 

同理可得 



.y例5设 求 )(csc,sec xxy 

(cos ) sin
(sec ) ( ) sec .

cos cos cos cos

x x
y x tgx x

x x x x


        

2

1

(csc ) csc .x ctgx x   

． 

 

． 

解 

同理可以求得 



二、 反函数的导数 

( ) .
( )

f x
y

 


0

0

1

)(xfy  )( yx  )( y定理 设 为 的反函数,若 在点 

0)( 0  yy0的某邻域内可导，严格单调且 ,则f(x)在点 

( ( ))x x y 
0 0 0 可导,且 

证 设 ( ) ( ),y f x x f x    
0 0 ( ) ( )x y y y     

0 0

)( y f
  1

因为 在y0的某邻域内连续且严格单调,所以 



( ) lim lim .
( )x y

y
f x

xx y

y

   


   

  



0
0 0

0

1 1

， 

， 

 

． 

0x 0y在 的某邻域内连续且严格单调，从而当且仅当 

,x  0 0y .x  0 0)( 0  y时 且当且仅当 时 由于 

因此 



log
a

x y
ln

,
ln

y

a


． 

 

( , )x
y a a a  0 1例6 求指数函数 的导数. 

解 由于 
x

y a 的反函数是 

例7 对反三角函数有如下公式： 

( ) ln ln .
(log )

x x

a

y a y a a a
y

    


1
因此 

(arcsin ) .x
x

 
 2

1

1
(arccos ) .x

x
  

 2

1

1
(1) (2) 



( ) .arctgx
x

 
 2

1

1
( ) .arcctgx

x
  

 2

1

1 

 

(3) (4) 

yx sin

(arcsin ) .
(sin ) cos sin

x
y y y x

    
  2 2

1 1 1 1

1 1

因此 

同理可证其它各式． 

arcsin ,y x证明 则其反函数为 (1)设 



三、复合函数的导数 

( ) ( ) ( )( ).f x f x H x x x  
0 0

)( 0xU0x 的某邻域 内，存在一个在点 0x 连续的函数 

( ),H x 使得 

( ) ( ).f x H x 
0 0从而 

0x引理  在点 可导的充分必要条件是在 函数 )(xf

)(xf证 必要性 设函数 0x在点 可导,令 



00
0

0

0 0

           

                     

( ) ( )
, ( )

( )

( ),

f x f x
x U x

x xH x

f x x x




 
  

( ) ( ) ( )( ).f x f x H x x x  
0 0

． 

)(xf )(xH )( 0xU则由 的可导性知 在 内连续，并且有 

( ) ( ) ( )( ).f x f x H x x x  
0 0

充分性 如果存在一个在点x0连续的函数H(x)在x0的某 

 

 

)( 0xU邻域 内连续,且 



( ) ( )
lim lim ( ) ( ) ( ).
x x x x

f x f x
H x H x f x

x x 


  

0 0

0

0 0

0

则由导数定义 

)(xf所以 在点 0x 可导． 

( ) ( )
( )

f x f x
g x

x x






0

0

注: 引理说明了点 0x 是函数 

的可去间断点的充要条件是 )(xf 在点 0x 可导． 



| ( ) ( ) ( ( )) ( ).
x x

y f u g x f g x g x
     

0 0 0 0 0

.
dy dy du

dx du dx
 

 

 

． 

)(xgu 
0x )(ufy 定理 若 在 可导， 在 

)( 00 xgu  ))(( xgfy 可导，则复合函数 在 0x

可导，且 

( ),y f u )(xgu 求函数 的复合函数的导函数时， 

通常写成 



)(ufy  )( 00 xgu 证明 由引理及 在 可导， 

0u ( ),F u ( ) ( ),f u F u 
0 0

存在一个在 连续的函数 使得 

( ) ( ) ( )( ), ( ).f u f u F u u u u U u   
0 0 0

)(xgu 且 又由 

0x ( ),G x在 可导，从而存在一个在点 0x 连续的函数 使得 

( ) ( ),g x G x 
0 0

)(),)(()()( 000 xUxxxxGxgxg 且 

因此有 

( ( )) ( ( )) ( ( ))( ( ) ( ))f g x f g x F g x g x g x  
0 0

( ( )) ( )( ).F g x G x x x 
0

由引理即得定理的结论． 



y x
例9 设α为实数,求幂函数 的导函数． 

解 因为 
ln x

y x e
   可以看作 

u
y e 与 

lnu x  的复合函数,因此 

ln ln( ) ( ) .x x
y x e e x

x

   
        1

( ) ( )
( )

( ) ( )

x x
y x

x x

 
 

 

1

2 3

1

5 2

5 4
4

2 4

例10 求 

的导函数． 



 

 

ln( ) ln( ) ln( ) ln( ).x x x x       
1 1

2 5 4 5 2 4
3 2

解 

( ) ( )
ln ln

( ) ( )

x x
y

x x

 


 

1

2 3

1

5 2

5 4

2 4

对上式两边分别求导,得 

.
( ) ( )

y

y x x x x


   

   

2 1 5 1

5 3 4 2 2 4

故 
( ) ( )

( ) ( )

x x
y

x x

 
 

 

1

2 3

1

5 2

5 4

2 4

( ).
( ) ( )x x x x

  
   

2 1 5 1

5 3 4 2 2 4



例11 设 ( ) ,u x  0 ( ), ( )u x v x 都是可导函数,求 

( )( )v x
y u x

的导数. 

解  
( ) ( )ln ( )( ( ) ) ( )v x v x u x

y u x e   

( )ln ( ) ( ( ) ln ( ))v x u x
e v x u x 

( )ln ( ) ( ) ( )
( ( ) ln ( ) )

( )

v x u x v x u x
e v x u x

u x


 

( ) ( ) ( )
( ) ( ( ) ln ( ) ).

( )

v x v x u x
u x v x u x

u x


 

注:例8与例9的求导方法称为对数求导法. 



( ( ) ( )) ( ) ( );f x g x f x g x    

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( );f x g x f x g x f x g x   

( ( )) ( );cf x cf x 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
;

( ) ( ( ))

f x f x g x f x g x

g x g x


   

 
 

2

( )
;

( ) ( ( ))

g x

g x g x


 

  
 

2

1

( ( )) ( ( )) ( ).f g x f g x g x  

四、 基本求导法则 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 



( ) ;c   0

( ) ;x x
   1

(sin ) cos ,x x  (cos ) sin ,x x  

( ) sec ,tgx x  2
( ) csc ,ctgx x   2

五、基本求导公式 

(1) 

(2) 

(3) 

(sec ) sec ,x x tgx   ( ) csc ;ctgx ctgx x   

(4) (arcsin ) ,x
x

 
 2

1

1
(arccos ) ,x

x
  

 2

1

1



( ) ,arctgx
x

 
 2

1

1
( ) ;arcctgx

x
  

 2

1

1

( ) ln ,x x
a a x  ( ) ;x x

e e 

(log ) ,
ln

a
x

x a
 

1
(ln ) .x

x
 

1

，   

，    

． 

(5) 

(6) 



 一、参变量函数的导数 

 二、极坐标函数的导数 

 



( )
( )

( )

x t
t

y t

 
   

 

 

 

:C设平面曲线 参数方程为 

一、参变量函数的导数 

( , )P x y
0 0

为曲线上的定点， 设 

,t
0

( , )Q x y它所对应的参数为 

,t t 
0

为曲线上的动点，对应的参数 

则割线 为 P P
0

的斜率为 

． 

 P 

x 

y 

O 

Q 

α 

Δx 

Δy 

( ), ( )t t  是可导函数. 



( )
tan lim .

( )t

ty

x t 


  

 

0

0
0

( ) ( )
,

( ) ( )

t t ty

x t t t

   


    

0 0

0 0

,t分子分母同时除以 并取极限可得到切线的斜率为 

得到 

( ) ,t 
0

0 ( ) ,t 
0

0 ( ) ,t 
0

0这里 如果 但 则同样可以 

( )
cot lim .

( )t

tx

y t 


  

 

0

0
0

其中 为切线与x轴正向的夹角. 



[ , ] 若 ( ), ( )t t  在 存在连续导数,且 ( ) ( ) ,t t   2 2
0

称C为光滑曲线.此时在C上每点处有切线,且切线与x轴 

称正向的夹角是t的连续函数. 

若 ( )x t  存在反函数 ( ),t x
  1 则 ( )x t  与 ( )y t 

构成复合函数 ( ( )).y x
   1

只要 ( ), ( )t t  可导,且 ( ) ,t  0 就可由 x  0 推出 

, .t y   0 0 因此由复合函数和反函数的求导法则得到 

( )
.

( )

dy dy dt dy t

dxdx dt dx dt t

dt


    



1



cos

sin

x a t

y b t





t  0

 

 

， 

例1 试求由上半椭圆的参数方程 

所确定的函数的导数． 

解 

cos
/ cot .

sin

dy dy dx b t b
t

dx dt dt a t a
   





二、极坐标函数的导数 

x

y






cos

sin

 

 

( )cos

( )sin

x

y






  

  

 

 

 

 

 

 

. 

则由极坐标与直角坐标的关系，有 

( )   设平面曲线C由极坐标 表示, 则由极坐标与 

因此C的参数方程为 

故在相应的条件下有 



( ( )sin ) ( )sin ( )cos

( ( )cos ) ( )cos ( )sin

  
 

  

dy

dx

        

        

 


 

( )tan ( )
.

( ) ( )tan

    

    

H 

o 

M 

T 







x 

向径.(如图) 

设M是曲线上的一点, 

MT为切线,OH是过M的 



 是切线MT与极轴ox的夹角, 是向径OH与极轴ox 

的夹角,  是切线MT与向径OH的夹角.则 

tan tan
tan tan( ) .

1 tan tan


  

 

 
  

 

将 
 


 

( )tan ( )
tan

( ) ( )tan

    


    
代入得 

( )
tan .

( )




 


 



2

2

( )
tan 2.

( ) 1

2

e

e

  






 


 

例2  证明:对数螺线 2e


 (如图)上所有点的切线 

与向径的夹角  为常数. 

o x 





证明:对一切 

即在对数螺线上的每一点 

的切线与向径的夹角为 arctan .2



• 一、高阶导数的概念 

• 二、高阶导数的运算法则 

• 三、参变量函数的高阶导数 

 



问题:变速直线运动的加速度. 

( ),s s t设物体的运动方程为 则物体的运动速度为 

( ) ( ),v t s t 而速度在时刻t0的变化率 

0 0 0

0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
t t

v t t v t v t v t

t t t   

   


 

就是运动物体在时刻t0的加速度.因此加速度是速度函数 

的导数,也就是 ( ),s s t 的导数的导数,这就是二阶导数 

的问题. 



)( 0xf 
( ) ( )

lim .
x x

f x f x

x x

 


0

0

0

一、高阶导数的概念 

)(xf )(xf  0x定义 若函数 的导函数 在点 的邻域内 

)(xf 可导,则称 在点x0的导数为f(x)在点x0的二阶导数, 

( ),f x
0记作 即 

同时称f(x)在点x0二阶可导． 

如果f(x)在区间I上的每一点都二阶可导,则得到f(x)在 

区间I上的二阶导函数,记作 

)(xf  Ix .f 或 



)(xf 依此方法，可由二阶导函 得到三阶导数 的导数 

( ),f x )(xf 1n )(xf一般地说，由 的 阶导函数可得到 

n n ( ) ( ).n
f x的 阶导函数(简称为 阶导数)，记作 

)(xf二阶或二阶以上的导数称为高阶导数．函数 在 

0x n处的 阶导数记作 

0
|),(

)(

0

)(

xx

nn
yxf 

| .
n

x xn

d y

dx
 0

或 

n相应地 阶导函数就记作 

)()(
),(

nn
yxf .

n

n

d y

dx
或 



 

 

二、高阶导数的运算法则 

)()()(
)()1(

nnn
vuvu 

)()(
)()2(

nn
CuCu 

一般地，设 ( )( , , , )
k

u x k m 1 2 有n阶导数， 

( , , , )
k

c k m 1 2 为常数，则 

( ) ( )( ( )) ( ).
k

m m
n n

k k k

k k

c u x c u x
 

 
1 1

( ), ( )u x v x设 有n阶导数，则 



( ) ( ) ( )( ) .
n

n k n k k

n

k

u v C u v




 
0

( ), ( )u x v x（3）设 有n阶导数，则 

( ) ,u v u v uv    

( ) ,u v u v u v uv       2

( ) ,u v u v u v u v uv          3 3

一般地用数学归纳法可以证明： 

这一公式称为莱布尼兹公式. 



1.直接法: 由高阶导数的定义逐步求高阶导数. 

例1 ).0(),0(,arctan ffxy  求设

解 
2

1

1

x
y


 )

1

1
(

2





x
y

22
)1(

2

x

x






)
)1(

2
(

22







x

x
y

32

2

)1(

)13(2

x

x






022
)1(

2
)0( 




 x

x

x
f ;0 032

2

)1(

)13(2
)0( 






x
x

x
f .2

三、高阶导数求法举例 



例2 .),(
)(n

yRxy 求设  

解 1 xy

)(
1  

xy
2

)1(
 x

))1((
2  

xy 3
)2)(1(

 x



)1()1()1(
)(  

nxny
nn 

则为自然数若 ,n

)()(
)(

nnn
xy  ,!n )!(

)1( 
ny

n
.0



例3 
)(

1

1

10

n

nn

nn
yaxaxaxay 求 

 

解 12

2

1

1

0 2)1( 

  nn

nn
axaxanxnay 

2

3

1

2

0 2)2)(1()1( 

  n

nn
axannxanny 



kn

kn

knk

ak

xaknnn

xaknnny













!

)()2)(1(

)1()1(

1

1

0

)(







0

)(
!any

n 



例4 .,sin
)(n

yxy 求设 

解 xy cos )
2

sin(


 x

)
2

cos(


 xy )
22

sin(





 x )
2

2sin(

 x

)
2

2cos(

 xy )

2
3sin(

 x



)
2

sin(
)( 

 nxy
n

同理可得 )
2

cos()(cos
)( 

 nxx
n



注1: 求函数n阶导数时,先求出1~3或4阶导数后,不能 

急于合并化简,应认真分析其结果,找出规律,用归纳思想 

写出n阶导数.必要时可用数学归纳法予以证明.即 

逐阶求导，寻求规律，写出通式 

例5 设 ( ) ,f x
ax b




1
求 

( ) ( ).n
f x

解 ( ) , ( ) ,
( ) ( )

a a
f x f x

ax b ax b


  

 

2

2 3

2

( )( ) , ( ) ,
( ) ( )

a a
f x f x

ax b ax b

   
  

 

3 4

4

4 5

2 3 2 3 4



例6 .),1ln(
)(n

yxy 求设 

解 
x

y



1

1
2

)1(

1

x
y




3
)1(

!2

x
y




4

)4(

)1(

!3

x
y




( ) ( )!
( ) .

( )

n n

n

n
y

x

 
 



1 1
1

1

…… 

由此可得 
( ) ( ) !

( ) .
( )

n n

n

n

n a
f x

ax b





 1

1



四、常用的高阶导数公式 

(1)  ( )

( ) ( ) ,

( ) !,

,

n k

n k

n n n k x k n

x n k n

k n

     


 
 

1 1 1

0

(2)  
( )( ) ( )( ) ;n n

x n x
       1 1

(3)  
( ) ( )( ) ,( ) ;ax n n ax x n ax

e a e e e 

(4)  
( ) ( )(sin ) sin( ), (cos ) cos( );n nn n

x x x x
 

   
2 2



(5)  ( ) ( ) !
( ) ;

( )

n n

n

n

n a

ax b ax b





  1

1 1

(6)  ( ) ( )!
(ln( )) ( ) ,

( )

n n

n

n
x

x

 
  



1 1
1 1

1

( ) ( )!
(ln ) ( ) .n n

n

n
x

x

 
  1 1

1



利用已知的高阶导数公式, 通过四则运算, 2. 间接法 

变量代换,部分分式等方法, 求出n阶导数. 

例7 y
x x


 2

1

3 2
求 的n阶导数. 

解 ,y
x x x x

  
   2

1 1 1

3 2 2 1
因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ! ( ) !
( ) ( ) .

( ) ( )

n n

n n n

n n

n n
y

x x x x
 

 
   

   1 1

1 1 1 1

2 1 2 1

所以 



例8 )0(arctan)(
)(n

fxxf ，求设 

解 得由
2

1

1
)(

x
xf


 1)()1(

2  xfx

由Lebniz公式，两边求 n 阶导数，有 

0)]()1[(
)(2  n

xfx

0)1()]([
!2

)1(

)1()]([)1()]([

2)2(

2)1(2)(












xxf
nn

xxfnxxf

n

nn

0)()1(

)(2)()1(

)1(

)()1(2









xfnn

xnxfxfx

n

nn



得令 0x 0)0()1()0(
)1()1(   nn

fnnf

注意到 1)0(,0)0(  ff

0)0(
)2(  n

f

)!2()1()0(
)12(

nf
nn 

注： 这一解法的特点：找到了 xy arctan

的连续三阶导数之间的关系，利用 0x

得到两相隔导数之间的关系，解决问题  



例10 .,cossin
)(66 n

yxxy 求设 

解 
3232

)(cos)(sin xxy 

)coscossin)(sincos(sin
422422

xxxxxx 

xxxx
22222

cossin3)cos(sin 

x2sin
4

3
1

2
2

4cos1

4

3
1

x


x4cos
8

3

8

5


).
2

4cos(4
8

3)( 
 nxy

nn



( )
( )

( )

x t
t

y t


 




 



 

 

 

． 

 

五、参变量函数的高阶导数 

设参数方程 

由参数方程所确定的函数的二阶导数 

( ), ( )t t  [ , ] 如果 在 上都二阶可导，可以求得 

( ) ( ) ( ) ( )
.

[ ( )]

d y t t t t

dx t

   



   




2

2 3



( sin )
,

( cos )

x a t t

y a t

 


  1

 

 

例11 试求由摆线参数方程 

所确定的函数的二阶导数． 

解 由于 
( ( cos )) sin

cot .
( ( sin )) cos

dy a t t t

dx a t t t


  

 

1

1 2

由于 

(cot ) csc

csc .
( ( sin )) ( cos )

t t

d y t

dx a t t a t a

 

   
 

2
2

4

2

1

12 2 2

1 4 2



六、小结 

高阶导数的定义及物理意义; 

高阶导数的运算法则(莱布尼兹公式); 

n阶导数的求法; 

1.直接法; 2.间接法. 



• 一、微分的概念 

• 二、微分的运算法则 

• 三、高阶微分 

• 四、微分在近似计算中的应用 



实例:正方形金属薄片受热后面积的改变量. 

,00 xxx 变到设边长由 0x

0x

x

x

2

0xA 

.)(2
2

0 xxx 
)1(

xx 0

xx 0

:)1( ;, 的主要部分且为的线性函数 Ax 

)2(

2
)( x

:)2( ., 很小时可忽略当的高阶无穷小 xx 

2

0 ,A x因为正方形的面积 
2 2

0 0( )A x x x    所以 

一、问题的提出 



再例如, 

.,

0

3

yx

xxy





求函数的改变量时为

处的改变量在点设函数

3

0

3

0 )( xxxy 

.)()(33
32

0

2

0 xxxxx 
)1( )2(

,很小时当 x ),()2( xox  的高阶无穷小是

.3
2

0 xxy  既容易计算又是较好的近似值 

问题:这个线性函数(改变量的主要部分)是否
所有函数的改变量都有?它是什么?如何求? 



( ).y A x o x    

)(xfy  0x )( 0xU定义 如果函数 在 的邻域 内有 

x  xx0定义，当给 0x 一个增量 且 )( 0xU 时，相 

A存在常数 使 

Ax )(xfy  0x x其中 与 无关．则称 在 可微, A

f称为函数 在 0x 的微分.记作 

． 

Ady xx  0
| x  0

|)( xxxdf或 A .x

0 0( ) ( ),y f x x f x    应地得到函数的增量为 如果 

二、可微与微分的定义 



Ady xx  0
| x

注1: 由定义可知，函数的微分与函数的增量只相差 

x 0A dy是 的线性函数，所以当 时，也称微分 

y是函数的增量 的线性主部. 

x一个关于 的高阶无穷小量.所以当 | |x 充分小时,有 

.y A x  

从而为近似计算提供了方便. 

由于 注2: 



注3: ( )( 0).y dy o x x     

dy时, 当 注4: 0A ～ ( 0).y x  

A微分 0x注5: Ady xx  0
| x 中, 与 但与 x

有关. 
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x

)(xfy  0x定理 函数 在 可微的充要条件是函数 

)(xfy  0x在 可导，且有 

0( ).A f x即微分定义中的 
． 

 
证 必要性 若函数 )(xfy  0x在 可微,则由定 

0 0

( )
lim lim ( ) .
x x

y o x
A A

x x   
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义 ( ).y A x o x     于是有 

三、可微的条件 



)(xfy 
0x

0( ) .f x A 在 可导，且 即 

)()( 0 xoxxfy 

)(| 00
xfdy xx

 .x

． 

充分性 如果 )(xfy 
0x在 可导，则有限增量 

公式 

)(xfy 成立，这说明 0x在 可微，且 



)(xfdy  .x

)(xfdy  dx

． 

)(xfy  I若函数 在区间 上的每个点都可微，则称 

f 为 I 上的可微函数.函数 )(xfy  在 I 上的微分记作 

1 ,dy dx x x    由于 所以有 y x 时, 

即函数的微分dy与自变量的微分dx之商等于该函数的导 

数,导数又称为“微商”. 



几何意义:(如图) 
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对应的增量

就是切线纵坐标

坐标增量时

是曲线的纵当
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MNMP

Mx

可近似代替曲线段切线段

的附近在点很小时当 

四、微分的几何意义 



五、微分的运算法则 

( ( ) ( )) ( ) ( );d u x v x du x dv x  

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( );d u x v x v x du x u x dv x  

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ;

( ) ( )

u x v x du x u x dv x
d

v x v x




( ( ( )) ( ) ( ) ( ( )).d f g x f u g x dx u g x  
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六、基本微分公式 
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例2 .,cos
31

dyxey
x 求设 

解 )(cos)(cos
3131

xdeedxdy
xx  

.sin)(cos,3)(
3131

xxee
xx  

dxxedxexdy
xx

)sin()3(cos
3131  

.)sincos3(
31

dxxxe
x  



),()( xfxfy  有导数设函数

;)(,)1( dxxfdyx 是自变量时若

则微函数

的可即另一变量是中间变量时若

),(

,)2(

tx

tx



,)( dxdtt  .)( dxxfdy 

结论： 

的微分形式总是

函数是自变量还是中间变量无论

)(

,

xfy

x

 dxxfdy )(

微分形式的不变性 

七、微分形式的不变性 



例3 .),12sin( dyxy 求设 

解 .12,sin  xuuy

ududy cos )12()12cos(  xdx

dxx 2)12cos(  .)12cos(2 dxx 

例4 .,sin dybxey
ax 求设 

解 )(sin)(cos axdebxbxbxdedy
axax  

dxaebxbdxbxe
axax

)(sincos  

.)sincos( dxbxabxbe
ax  



例5 
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dybae

yxxy
,,求设 

解一 两边同时求微分得 )()(
yxxy

baded 
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解二 两边取对数得 



byaxxy lnln  两边对 x 求导，有 

byayxy lnln 
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dx
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ln

ln
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由上面的例子还可以看出，求导数与求微分的方法 

在本质上并没有区别，因此把两者统称为微分法 



( ) ( ( ) ) ( ( )) ( ) ( )d dy d f x dx dxd f x f x d dx    

八、 高阶微分 

)(xfy  ( ) .dy f x dx我们知道函数 的微分是 

dx x  x其中 相对于 来说是常数，因此如果函数 

2 2( )( ) ( ) .f x dx f x dx  

)(xfy  是二阶可导的，则有  

 

． 

22
)( dxxfyd 或记作 

)(xfy  的二阶微分. 称为 



nnnn
dxxfyddyd )()(

)(1  

． 

的 )(xfy  n 1n一般地 阶微分是 阶微分的 

yd
n微分．记作 即有 

1( )n n
d x nx dx

x的n阶微分,n>1时, 0.n
d x  表示 

注:高阶微分的记号中  而 n
d x 表示 ( )n n

dx dx

n
x 的n阶微分. 



九、微分在近似计算中的应用 

1.计算函数的近似值 

;)().1( 0附近的近似值在点求 xxxf 

)()( 00 xfxxfy  .)( 0 xxf 

.)()()( 000 xxfxfxxf  )( 很小时x

;0)().2( 附近的近似值在点求 xxf

.,00 xxx 令

,)()()( 000 xxfxfxxf 

.)0()0()( xffxf 



2.常用近似公式 )( 很小时x
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为弧度

为弧度
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