
• 7.1 关于实数集完备性的基本定理 

• 7.2 闭区间上连续函数性质的证明 



• 一、区间套定理与柯西收敛准则 

• 二、聚点定理与有限覆盖定理 



一、闭区间套定理 
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2.闭区间套定理 
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区间套定理的结论不成立. 

例 对开区间列 
1

{(0, )}
n

条件(1)与(2)满足,但 

1

1
(0, )

n n








但有定理 若  {( , )}
n n

a b 满足(1)与(2),且有 

(3) 1 1
, , 1,2,

n n n n
a a b b n

 
  

则存在唯一的实数 属于所有的闭区间，即 

( , ), 1,2,
n n

a b n  



用区间套定理证明柯西收敛准则 
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二、聚点定理       

定义设S为数轴上的点集, 为定点(它可以属于S也,可以 

     聚点的等价定义:  

    为点集S的聚点的充要条件是, 是对点的任何邻域 

不属于S)若的任何邻域内都含有S的无穷多个点,则称为 

S的聚点. 
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定理1  (Weierstrass聚点定理)     
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，由区间套定理及推论
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•推论(致密性定理) 有界数列必含有收敛子列. 



 

 

定理2  (Heine-Borele 有限覆盖定理)     

设H为闭区间 [a,b]的一个(无限)开覆盖,则从H中可  

选出有限个开区间来覆盖[a,b]. 

三、有限覆盖定理       



• 一、有界性定理 

• 二、最大最小值定理 

• 三、介值定理 

• 四、一致连续性定理 

 



一、有界性定理 

定理  若函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,则f(x)在[a,b]上 

有界. 
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证明(2) (应用致密性定理)若f(x)在[a,b]上无界,则对任 

意正整数n,存在xn[a,b],使f(x)>n.从而存在数列{xn}[a,b] 

由致密性定理,存在收敛子列 { }
kn

x 设 lim
kn

k
x x




0

则 [ , ]x a b
0 ,由f(x)在[a,b]上连续可知f(x0)有限,另一方面 

由于 lim ( ) lim .
kn k

k k
f x n

 
   矛盾. 



二、最大最小值定理 
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证明: (应用确界原理)由于已证明f(x)在[a,b]上有界,由 
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定理  若函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,则f(x)在[a,b]上 

有最大值与最小值. 

确界原理, f([a,b] )有上确界.记上确界为M,下面证明存在 

[a,b],使f()=M.若不然,不妨设对一切x[a,b],有f(x)<M, 



则g(x)在[a,b]上连续,从而g(x)在[a,b]上有上界,设G是g(x)在 
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这与M是f(x)在[a,b]上的上确界矛盾,故存在[a,b],使 

f()=M. 



三、介值定理 

( ) ( )f a f b定理  若函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,且 
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显然E为非空有界数集,(E[a,b]且bE),由确界原理,E有下 

确界,记x0=infE,由g(a)<0,g(b)>0,根据连续函数的局部保号 

性定理,存在>0,在[a,a+ )上,g(x)<0,在(b- ,b]上g(x)>0,所以 
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这与x0=infE矛盾. 

所以必有g(x0)=0. 
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证明(2)(应用区间套定理)前一部分证明同(1),即证明:若 

再从区间[a1,b1]出发,重复以上过程,得到:或者在[a1,b1]的中 

g(x)在闭区间[a,b]上连续,且g(a)<0,g(b)>0,则存在 ( , )x a b
0

使 ( ) .g x 
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将[a,b]等分为两个小区间[a,c]和[c,b],若g(c)=0,则c为所 

求,若g(c)0,则当g(c)>0时,记[a1,b1]=[a,c],当g(c)<0时,记 

[a1,b1]=[c,b],于是有g(a1)<0,g(b1)>0,且[a1,b1][a,b],和 



将以上过程重复下去,可能出现两种情形: 
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点c1上有g(c1)=0,或者有区间[a2,b2],满足:g(a2)<0,g(b2)>0,且 

(1) 存在某一区间的中点ci,有g(ci)=0,则ci为所求; 
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由区间套定理,存在 [ , ], , ,
n n

x a b n 
0

1 2 下证g(x0)=0. 

若g(x0)0,不妨设g(x0)>0,由连续函数的局部保号性,存在 
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四、一致连续性定理 

定理  若函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,则f(x)在闭区间 

[a,b]上一致连续. 

证明 (应用有限覆盖定理)由于f(x)在闭区间[a,b]上 
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显然H是[a,b]的一个开覆盖,因此存在H的有限子集 
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