
第五章  定积分及其应用  

主要内容：

一、定积分的概念与性质

二、微积分基本公式

三、定积分的求法

四、定积分的应用
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§§5.1  5.1  定积分的概念与性质



       一、问题的提出

1. 曲边梯形

设 y = f (x)为区间[a, b] 上连续函数，且f (x)  >0>0，

由曲线 y = f (x)，直线 x = a， x = b, y = 0

所围成的图形称为曲边梯形

2. 问题：如何求曲边梯形的面积？
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设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上有界 

 

     

                     二、定积分的定义

在[ , ]a b 中任意插入若干个分点 

0 1 1 1i i n na x x x x x x b− −= < < < < < < < =  

将区间[ , ]a b 划分为 n个小区间 1[ , ]i ix x− 各个小区间的长度依次为 1i i ix x x −Δ = −   

在每个小区间 1[ , ]i ix x− 上任取一点 iξ ，作乘积 ( )i if xξ Δ ( 1, 2, ,i n= )，并求和
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0 0 1

lim lim ( )
n

n i i
i

S f x
λ λ

ξ
→ →

=

= Δ∑ 总存在都为 I  

则称 I 为 ( )f x 在[ , ]a b 上的定积分，记为
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积分和

求总量的数学模型，在不同

的领域有不同的应用



                         比    较

             定积分          不定积分

（1） 定积分
 

 
 ( )

b

a
f x dx∫ 是一个数量. 

 

（1）不定积分 ( )f x dx∫ 是 ( )f x 的所有原函数

 

(2) 定积分
 

 
 ( )

b

a
f x dx∫ 只与被积函数 ( )f x 及

积分区间[ , ]a b 有关,与积分变量记号无关 

即
 

 
( )

b

a
f x dx∫   

  
( )  ( )

b b

a a
f u du f t dt= =∫ ∫  

(2) 不定积分 ( )f x dx∫ 只与被积函数 ( )f x

和积分变量记号有关. 

即：   若 ( ) ( )f x dx F x C= +∫ ，则 

( ) ( )f u du F u C= +∫  



（1）    在区间[ , ]a b 上 ( ) 0f x ≥ 时 

        三、定积分的几何意义

定积分
 

 
( )

b

a
f x dx∫ 在几何上表示 

曲线 ( )y f x= 、直线 x a= 、 x b= 与 x轴 

围成的曲边梯形的面积 
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（2）    在区间[ , ]a b 上 ( ) 0f x ≤ 时 

定积分
 

 
( )

b

a
f x dx∫ 在几何上表示 

曲线 ( )y f x= 、直线 x a= 、 x b= 与 x轴 

围成的曲边梯形的面积的负值 

 

 
( ) 0

b

a
f x dx A= − <∫  
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        三、定积分的几何意义

（3）在区间[ , ]a b ， ( )f x 既取正值又取负值时,函数 ( )f x 的图形既有在 x轴上方的 

 
又有在 x轴下方的,此时

 

 
( )

b

a
f x dx∫ 表示 x轴上方的面积减去 x轴下方的面积 
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        三、定积分的几何意义

例 1 ：求（1）
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        四、可积的条件

定理 1：若函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续 

 

则 ( )f x 在[ , ]a b 上可积.  

           

 

定理 2：若函数 ( )f x 在[ , ]a b 上有界，  

           

 
且只有有限个间断点，  

则 ( )f x 在[ , ]a b 上可积.  

           

 

推论：初等函数在定义区间上可积

 



五、定积分的性质

规  定：  
 

 
( ) 0
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a
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性质 2：  ( )d ( )d
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 性质 4：         1
b

a
dx b a⋅ = −∫  

 



五、定积分的性质

性质 5：（定积分的保号性） 

若在闭区间[ , ]a b 上 ( ) 0 ,f x ≥ 则 

( ) d 0.
b

a
f x x ≥∫

推论 1（定积分的单调性）

若在[ , ]a b 上若 ( ) ( ) ,f x g x≤ 则 

( ) d ( ) d
b b
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f x x g x x≤∫ ∫ . 

 

推论 2   
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（a b< ） 
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证明   
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b b
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 证明： 显然 ( ) ( ) ( )f x f x f x− ≤ ≤            
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由推论 1 

 



                      

 

 

五、定积分的性质

性质 6：设 ,M m分别是函数 ( )f x  

在[ , ]a b 上的最大值和最小值， 

则    

 

 
( ) ( ) ( )
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估计积分值的大
致范围

性质 7 （积分中值定理） 

若 ( )f x 在[ , ]a b 连续 

则在[ , ]a b 内至少存在一点ξ，使 
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积分中值公式
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由介值定理知：至少存在一个在 [ , ]a bξ ∈ 使得 
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  积分中值公式的几何解释
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− ∫即 是连续函数 在 上的平均值

如果连续函数 ( ) 0f x ≥ ，则存在一点 [ , ]a bξ ∈ ，使得曲边梯形 

的面积等于以[ , ]a b 为底，以 ( )f ξ 为高的矩形的面积



例 2 判断正误. 

五、定积分的性质
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§§5.2  5.2  微积分基本公式

原函数存在定理

Newton-Leibniz

     公式  

 主

 要

 内

 容  



一、原函数存在定理

a b x
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o

)(xfy =

x

1：积分上限函数 

定义：若函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，则 [ , ]x a b∀ ∈   

( ) ( )
x

a
x f t dtΦ = ∫   

是一个关于以 x  为自变量的函数 

我们把这个函数称为积分上限函数 



探究 1：若 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，问积分上限函数 ( ) ( )
x

a
x f t dtΦ = ∫ 在[ , ]a b 上是否可导？

分析：对任意 [ , ]x a b∈ ，设 [ , ]x x a b+ Δ ∈ ，则
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          一、原函数存在定理

2. 积分上限函数的性质 

定理 1：若函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，则 

积分上限函数 ( ) ( )
x

a
x f t dtΦ = ∫ 可导，且 

( ) ( ) ( )
x

a

dx f t dt f x
dx

′Φ = =∫  

 

（ a x b≤ ≤ ） 

在端点 ,x a b= 处，分别考虑右导数和左导数

推论 1：若函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续 

 [ , ]x a b∈ 则 
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             一、原函数存在定理

推广 4：（1）若函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续， 

（2） 1 2( ), ( )x xϕ ϕ 在[ , ]α β 上可微， [ , ]x α β∈ 时，有 1 2( ), ( ) [ , ]x x a bϕ ϕ ∈ ， 
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例 1：判断正误 

 

4. ( ) 0

 x t xd e dt e dx=∫  
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             一、原函数存在定理
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例 2   求极限
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分析（1）
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0
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             一、原函数存在定理



例 2   求极限
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解：显然所求极限为
0
0
未定式. 由罗比达法则可得 

0

1 s i n 1l i m
3 3u

u
u→

= =

( )
( )

22 2
00

3 20 0 03

sinsin sinlim lim lim
3

xx

x x x

t dtt dt x
x xx→ → →

′

= =
′

∫∫

             一、原函数存在定理



( ) ( )
x

a
x f t dtΦ = ∫   

 

定理 2  (原函数存在定理)：若函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，则 

 

是 ( )f x 在[ , ]a b 上的原函数.   

             一、原函数存在定理



探究 2：若函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续， ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数如何计算 ( )
b

a
f t dt∫ ？ 

原函数存在定理         

( ) ( )
x

a
x f t dtΦ = ∫ 也是 ( )f x 的一个原函数 

          

 

原函数的性质          

( )xΦ 与 ( )F x 之间相差一常数.即 

( ) ( )F x x C= Φ +          

( ) ( )F a a C
C

=Φ +
=

( ) ( ) ( )F x x F a= Φ +

( ) ( ) ( ) ( )
b

b f t dt F b F aΦ = = −∫

( ) ( ) ( )x F x F aΦ = −



二、Newton-Leibniz 公式 

 

定理 3： 设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，     

 

如果函数 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，   

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫

注记1：连续函数的条件必不可少

注记 2： a b>  时，仍有 

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫  

           

 

则           

可以记作 

( )
b

a
f x dx =∫ [ ( )]b

aF x= = ( ) ( )F b F a−  



定积分与不定积分的联系 

 

（1）设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，        

 

（2） ( ) ( )f x dx F x C= +∫           

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫

则           

注记 3   求 ( )
b

a
f x dx∫ 的一般步骤 

 

第二步：省去不定积分中的常数 C， 

 

第一步：求出 ( )f x 的不定积分 

得到 ( )f x 的一个原函数 ( )F x  

 

第三步：计算 ( ) ( )F b F a−  

 



例 3：求（1）
1 2

0
x dx∫   （2）

1

2

dx
x

−

−∫    （3）

1
2

20 1
dx

x−
∫    （4）

1

20 1
dx

x+∫    

 

 

 

二、Newton-Leibniz 公式 

 

解（1） ( )1 2 3 1 3 3
00

1 1 11 0
3 3 3

x dx x= = − =∫  

 

 

 

（2）
-1 -1

-2-2
ln ln1 ln 2 ln 2dx x

x
= = − = −∫  

 

 

 

（3）

1 1
2 2

020

1arcsin arcsin arcsin 0
2 61

dx x
x

π
= = − =

−
∫  

 

 

 

（4）
1 1

020
arctan arctan1 arctan 0

1 4
dx x

x
π

= = − =
+∫  

 



 

e

 1

1(1) 1dx
x

=∫ 0
(2) cos 1xdx

π
= −∫

 1

 0
(3) 1xe dx e= −∫ 0

(4) sin 0xdx
π

=∫

课堂训练---判断正误
 

 1 9

 -1
(6) 1x dx =∫ 1

 0
(5) 1dx =∫



§§5.3  5.3  定积分的换元法及分部积分法  

     主

     要

     内

     容

换元积分法

分部积分法



（1） ( )u xϕ= 在[ , ]a b 上单调且具有连续的导数 

（2） ( ) , ( )a bϕ α ϕ β= =  

          一、定积分的换元法

则有     [ ( )] ( ) ( )
b

a
f x x dxt f u du

β

α
ϕ ϕ′ =∫ ∫    

定积分的换元公式 

定理 1：设函数 ( )f x 在区间 ,a b[ ]上连续，函数 ( )u xϕ= 满足条件: 

 



证明   设 ( )F x 是 ( )f x 在 [ , ]a b 上的一个原函数 

不定积分的第一类 

换元积分法   

[ ][ ( )] ( ) ( )f x x dx F x Cϕ ϕ ϕ′ = +∫

Newton-Leibniz 公式   

 [ ( )] ( ) [ ( )] [ ( )]
b

a
f x x dx F b F aϕ ϕ ϕ ϕ′ = −∫   

              ( ) , ( )a bϕ α ϕ β= =  

( ) ( ) ( )f u d u F F
β

α
β α= −∫  

 ( ) ( )f x dx F x C= +∫

不定积分的定义

[ ( )] ( ) ( ) ( )
b

a
f x x dx F Fϕ ϕ β α′ = −∫       [ ( )] ( ) ( )

b

a
f x x dx f u du

β

α
ϕ ϕ′ =∫ ∫   



（1） ( )tϕ 在[ , ]α β 上具有连续单调的导数 

 

定理 2：设函数 ( )f x 在区间 ,a b[ ]上连续，函数 ( )x tϕ= 满足条件: 

 

（2） ( ) , ( )a bϕ α ϕ β= =  

          一、定积分的换元法

则有     ( ) [ ( )] ( )
b

a
f x dx f t t dt

β

α
ϕ ϕ′=∫ ∫    

定积分的换元公式 

注记 1：当 β α< 时，公式仍成立. 

 



定积分的换元法与不定积分的换元法比较

  

 

( )

( ) ( )

[ ( )] ( ) ( )

( ) ( )

u xb

a

f x dx F x C

f x x dxt f u du

F F

ϕ β

α
ϕ ϕ

β α

=

= +

′ =

= −

∫

∫ ∫

若 ，则

      

( )

[ ( )] ( ) ( )

( )
( ( ))

u x

f x x dx f u du

F u C
F x C

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

=

′ =

= +
= +

∫ ∫
   

 

（1） 求定积分时换元必换(上下)限. 

不必再返回到原来的变量 

   

 

.  

  （2） 不换元时不换(上下)限 

 



例 1 求
1

0

1
x x dx

e e−+∫  

 解： 显然     ( )
1 1 1

220 0 0

1 1
1 1

x
x

x x x x

edx dx de
e e e e

− = =
+ + +

∫ ∫ ∫  

令 xu e= ，则当 0x = 时， 1u = ，当 1x = 时，u e=   

            一、定积分的换元积分法

因此   [ ]1

20 1 1

1 1 arctan
1 4arctan

ee

x x dx du e
e e u u π

− = = = −
+ +∫ ∫   

换元变积分上下换元变积分上下
限限



例 2 求
0

22

1
2 2

dx
x x− + +∫  

解：令 1,u x= + ，则当 2x = − 时， 1u = − ，当 0x = 时， 1u =   

            一、定积分的换元积分法

则   [ ]10 1

2 22 1 1

1 1
2 2 1 arctandx du

x x u u
− − −

= =
+ + +∫ ∫   

arctan1 arctan( 1)= − −   

4 4 2
π π π

= + =   

换元变积分上下换元变积分上下
限限



例 3 求 52
0

cos sinx xdx
π

∫  

解   
5 52 2

0 0
cos sin cos cosx xdx xd x

π π

= −∫ ∫  

            一、定积分的换元积分法

从而      
26

0

1 1cos
6 6

x
π

⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦
  

没有写出新的积没有写出新的积
分变量不变积分分变量不变积分

上下限上下限



例 4  计算 2 2

0
d ( 0).

a
a x x a− >∫  

 
解 ：设 sin ,x a t= 则 cos ,dx a t dt= 且 0 , 0x t= =当 时 ， x a= 时

2
t π
=  

 

于是 

2 2 2 2 2 2 22 2
0 0 0

d sin  cos cos
a

a x x a a t a tdt a tdt
π π

− = − =∫ ∫ ∫  

222 22
0

0

1 1 sin 2(1 cos 2 )
2 2 2 4

t aa t dt a t
π

π π⎡ ⎤= + = + =⎢ ⎥⎣ ⎦∫

换元变积分上下限 

没有写出新量积分 

上下限不变 



定理3  函数 ( )f x 在区间 ,a b[ ]上连续 

（1） 如果 ( )f x 是奇函数，则
 

 
( ) 0

a

a
f x dx

−
=∫ ； 

（2） 如果 ( )f x 是偶函数，则
  

  0
( ) 2 ( )

a a

a
f x dx f x dx

−
=∫ ∫  

a−
a x

y

0
a− a x

y

0

          一、定积分的换元积分法



证明 由定积分的区间可加性 

  0  

   0
( ) ( ) ( )

a a

a a
f x dx f x dx f x dx

− −
= +∫ ∫ ∫

做变换 t x= −  

 0  0  

   0

 

 0

( ) ( )( ) ( )

( )

a

a a

a

f x dx f t dt f t dt

f x dx

−
= − − − = −

= −

∫ ∫ ∫
∫

 

 
( )

a

a
f x dx

−
=∫

 

 0
[ ( ) ( )]

a
f x f x dx+ −∫

( ) ( )f x f x= − −  

 

 

 
( ) 0

a

a
f x dx

−
=∫

( ) ( )f x f x= −   

 
  

  0
( ) 2 ( )

a a

a
f x dx f x dx

−
=∫ ∫



课堂训练---判断正误 

（1） 
 4

 
sin 0x xdx

π

π−
=∫ ； 

 

（2） 

2 1

4 1

tan 0
1
x xdx

x−
=

+∫  

 

 
 （3）

 1  1

 1  0
2xdx xdx

−
=∫ ∫  （4）

 1 99

 1
0x dx

−
=∫  

 

 
 （5）

 1  2

 0  1
( 1) ( )f x dx f x dx+ =∫ ∫  （6）

 b  sinb

  sin
(sin )cos ( )

a a
f x xdx f x dx=∫ ∫  

 

 
 



                      二、定积分的分部积分 
 

 

 

设 ( ), ( )u x v x 在区间 ,a b[ ]上连续可导，则 

  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x u x v x dx′ ′= −∫ ∫  

定理 4：设 ( ), ( )u x v x 在区间 ,a b[ ]上连续可导，则 

[ ]
  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx′ ′= −∫ ∫  

 

 



例 5：求
0

cosx xdx
π

∫  

 

 

解：由分步积分法可得 

 

   [ ]0 0
sin sinx x xdx

ππ= − ∫  

   [ ]0cos x π=  

   2= −  

0 0
cos sinx xdx xd x

π π
=∫ ∫

二、定积分的分部积分 
 



例 6：求
1

ln
e

xdx∫  

 

解 ：由分步积分法可得 

 

 1
ln

e
xdx∫ [ ]1 1

1ln
eex x x dx

x
⎛ ⎞= − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

= ( )
1

0
e

e dx− − ∫  

= ( )1e e− −  

=1 

二、定积分的分部积分 
 



例 7：求

1
2

0
arcsin xdx∫  

 

解：由分步积分法可得 

 

    [ ]
1 11
2 22

0 20 0
arcsin arcsin

1
xxdx x x dx

x
= −

−
∫ ∫  

 

( ) ( )
1 1

2 22 2
0

1 1 1
12 2

x d xπ −
= + − −∫

                  2 2
0

31 1
12 12 2

x
ππ π⎡ ⎤= + − = + −⎣ ⎦   

二、定积分的分部积分 
 



 

2
0

(2 1)!! ,       2
(2 )!! 2

sin     ( 1, 2, )
(2 2)!!,          2 1
(2 1)!!

n

m n m
m

xdx m
m n m
m

π

π−⎧ ⋅ =⎪⎪= =⎨ −⎪ = +
⎪ −⎩

∫

2
0

(2 1)!! ,       2
(2 )!! 2

cos     ( 1, 2, )
(2 2)!!,          2 1
(2 1)!!

n

m n m
m

xdx m
m n m
m

π

π−⎧ ⋅ =⎪⎪= =⎨ −⎪ = +
⎪ −⎩

∫

二、定积分的分部积分 
 



第四节    定积分在几何中的应用

主要内容

元元
素素
法法
为为
工工
具具

 平面图形的面积

  立体图形的体积

 平面曲线的弧长



一、定积分的元素法

求曲边梯形面积问题探究过程

（1）分割：
1

n

i
i

A A
=

= Δ∑

（2）近似逼近 ( )i i iA f xξΔ ≈ Δ  

（3）求和
1

( )
n

i i
i

A f xξ
=

≈ Δ∑  

（4）取极限
0 1

lim ( ) ( )
n b

i i a
i

A f x f x dx
λ

ξ
→

=

⎛ ⎞= Δ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∫  

将下标省去， 
将 1[ , ]i ix x− 记作[ , ]x x dx+  

（1）分割： A A= Δ∑

（2）近似逼近 ( )A f x dxΔ ≈  

记 ( )dA f x dx=  

（3）求和 ( )A dA f x dx≈ =∑ ∑  

（4）取极限 lim ( ) ( )
b

a
A f x dx f x dx= =∑ ∫  

求曲边梯形面积问题探究过程

把 ( )f x dx 称为 

面积元素  



二、平面图形的面积

应用定积分求曲边梯形面积 

面积 A的特点： 

（1）面积A是一个与积分区间 

[ , ]a b有关的量  

（2）面积A具有可加性 A dA=∑  

（3）部分量  dA 的近似值形如性 

一般地， 若某实际问题中的所 

求量 U 符合以下条件：
 

（1）U 是一个与积分区间 

[ , ]a b  有关的量  

（2）U具有可加性U dU=∑  

（3）部分量dU的近似值形如性 

则   ( )
b b

a a
U dU f x dx= =∫ ∫   

 

( )f x dx ( )f x dx



(1) 确定所求量U 和自变量 x 及其变化区间[ , ]a b ； 

(2)在区间[ , ]x x dx+ 上找出 ( )f x ，求出元素 dU 表达式 

( )dU f x dx=

注记 1：利用微元法的解题步骤 

 

(3)  计算定积分 [ , ] ( )
b

a
U a b f x dx= ∫ . 

二、平面图形的面积



1. 平面直角坐标： 

一般地：平面图形的面积元素都用小矩形的面积表示 

x

y

O b a

y=f(x) 

x 

f(x) 

x+dx 

y y=f(x) 
f(x) 

x
O ba x x+dx 

y=g(x) 
-g(x) 

（1） x a= ， x b= ， ( )y f x= 和 ( )y g x= 所围图形的面积 

面积元素 [ ( ) ( )]dA f x g x dx= −  

( ) ( )
b

a
A f x g x dx= −∫

（2）由 ,y yα β= = （α β< ）， 1( )x yϕ= 和 2 ( )x yϕ=  

所围图形的面积为 1 2( ) ( )A y y dy
β

α
ϕ ϕ= −∫  

 

二、平面图形的面积



二、平面图形的面积

例1   求
2y x= ， 1, 0x y= = 围成的平面图形的面积. 

解：（1）解方程组
2

1
y x
x

⎧ =
⎨

=⎩
得曲线

2y x= 与 1x = 的交点 ( )1,1A  

解方程组
2

0
y x
y

⎧ =
⎨

=⎩
得曲线

2y x= 与 0y = 的交点： ( )0,0O  

（2）取 x 为积分变量，则0 1x≤ ≤ ,且在[ , ]x x x+ Δ 上的面积元素
2dA x dx=  

  

 （3）所求的图形的面积  
1

1 2 3

0
0

1 1
3 3

A x dx x⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎣ ⎦∫   

 

  答： 2y x= ， 1, 0x y= = 围成的平面图形的面积为 1
3
. 



例 2 计算椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 所围区域的面积. 

解：由对称性，所求面积为它在第一象限部分面积的4 倍在第一象限椭圆为，. 

取 x为积分变量，由公式得所求面积
0

4
a

A ydx= ∫  

 

令 cos , sinx a t y b t= = ， [0, ]
2

t π
∈ . 则 

             

 

 

 

22 2
0 0

1 cos 24 sin 4
2

tA ab tdt ab dt
π π −

= =∫ ∫  

x O

2

3x x+dx 

y

( )
2

2
0

0

12 1 cos 2 2 sin 2
2

ab t dt ab t t ab
π

π

π⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  



注记 2：设曲线 L的参数方程是 ( )
( )

   ,  
y ( )
x x t

t
y t

α β
=⎧

≤ ≤⎨ =⎩
，若 

（1） ( ), ( )x t y t 具有连续的一阶导数 

（2） ( ) 0, ( )y t x t≥ 严格单调， 

（3） ( ) , ( ) .x a x bα β= =  

则由曲线 L及 ,x a x b= = 及 x 轴围成的曲边梯形的面积是 

( ) ( )A y t x t dt
β

α
′= ∫    

二、平面图形的面积



2. 极坐标系的情形： 

一般地：极坐标系中平面图形的面积元素用小扇形的面积表示 

二、平面图形的面积

求在极坐标系下：由曲线 )(ϕρρ = 及射线

ϕ α= ,ϕ β= )    ( βα < 围成曲边扇形的面积

设 ( )ρ ϕ 在[ , ]α β 上连续．

（1）取ϕ为积分变量，则 [ , ]ϕ α β∈

（2）在[ , ]α β 上任取一小区间[ , ]dϕ ϕ ϕ+

面积元素 21 ( )
2

dA dρ ϕ ϕ= ，

（3）所求曲边扇形的面积

21 ( )
2

A d
β

α
ρ ϕ ϕ= ∫

ρO

( )ρ ρ ϕ=

α 

dϕ
β 

ϕ



二、平面图形的面积

例3：求阿基米德螺线 ( 0)a aρ ϕ= > 对应ϕ从 0 到 2π 所 

 

围图形面积 .    

 

 x
aπ2

o
解：ϕ从 0 到 2π 所围图形的面积元素.    
 

( )21
2

dA a dϕ ϕ= .    

所求图形的面积 ( )
22 3 2 32 2

0
0

1 4
2 2 3 3

a aA a d
π

π ϕ πϕ ϕ
⎡ ⎤

= = × =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫    



1. 已知平行截面面积求立体体积   （一般地：体积元素用扁柱面体积表示）

三、体  积

       设一物体位于平面 x a= 与 x b= 之间， 

任意垂直于 x轴的平面截该物体，所得 

截面面积为 ( ) A x 在[ , ]a b 上连续. 求 

立体体积   

（1）取 x为积分变量，则 [ , ]x a b∈   

（2）在[ , ]a b 上任取一小区间[ , ]x x dx+     

    （3） 在区间[ , ]x x dx+ 上的薄片的体积近似于

底面积为 ( )A x 高为 dx的扁柱面的体积 

     体积元素 ( )dV A x dx=  

（4）立体的体积 ( )
b

a
V A x dx= ∫ . 



x

A(x)

dV=A(x)dx

x

已知平行截面面积为 A(x)的立体

∫=
b

a
xxAV d)(

.

a V b



2. 旋转体的体积 

三、体  积

（1） 曲边梯形0 ( ),y f x a x b≤ = ≤ ≤ 绕 x轴 

旋转一周所成的旋转体的体积 
               

2[ ( )]
b

a
V f x dxπ= ∫  

xO a x b

y=f(x)A(x) 

y

   （2） 曲边梯形0 ( ),x y c y dϕ≤ = ≤ ≤ 绕 x轴 

旋转一周所成的旋转体的体积 

              

2[ ( )]
d

c
V y dyπ ϕ= ∫  

x
O

c

y

d

x=φ(yA(y) 

y 



四．平面曲线的弧长

1. 直角坐标系中曲线的弧长 

                 

设曲线的方程为 ( )y f x=  （ a x b≤ ≤ ）

                

则曲线的弧长为         

                

21 [ ( )]
b

a
s f x dx′= +∫       

                     

( ) ( ) ( )2 2 21 ( )ds dx dy f x dx′= + = +  

   例 1. 计算曲线 32 , [0,1]
3

y x x= ∈ 的弧长 

 
 解：（1）显然 , [0,1]y x x′ = ∈   

 
（2）

1 12

0 0
1 [ ] 1s y dx xdx′= + = +∫ ∫   

 

( )
13

2

0

2 1
3

x⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
  

 ( )2 8 1
3

= −   

 



四．平面曲线的弧长

2. 曲线方程为参数形式时曲线的弧长 

   
   设曲线的参数方程为  

( )x tϕ= ， ( )y tψ= （ tα β≤ ≤  ） 

   （1） ( ), ( )t tϕ ψ 在[ , ]α β 连续可导，

 
   （2） 

2 2( ) ( ) 0t tϕ ψ′ ′+ ≠ . 

则曲线的弧长为     

2 2( ) ( )s t t d t
β

α
ϕ ψ′ ′= +∫

 例 2.求摆线
( sin )
(1 cos )

x a
y a

θ θ
θ

= −⎧
⎨ = −⎩

一拱0 θ π≤ ≤ 的弧长  

 
 解：（1）显然 ( ) (1 cos )x aθ θ′ = − ，  

 

（2）
2 2 2

0
( ) ( )s x y d

π
θ θ θ′ ′= +∫   

 

( ) siny aθ θ′ =

2

0
2(1 cos )a d

π
θ θ= −∫   

 2

0
2 sin 8

2
d a

π θ θ= =∫   

 



四．平面曲线的弧长

  3. 极坐标系中曲线的弧长 

    
 设曲线的极坐标形式 ( ) ,   [  , ]ρ ρ ϕ ϕ α β= ∈

  ( )ρ ϕ 连续可导  

由于 ( ) cos ,  ( ) sinx yρ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ= =

因此弧长  
2 2( ) ( )s d

β

α
ρ ϕ ρ ϕ ϕ′= +∫ .     

  

( ) ( )2 2 2 2( ) ( )ds dx dy dρ ϕ ρ ϕ ϕ′= + = +



主主
要要
内内
容容

 

无穷限的反 

常积分 

具有无穷间断点 

的反常积分 

§§5.6  5.6  反常积分

定定
义义
性性
质质



 

 

     

                        一、无穷限的反常积分

定义1：设函数 ( )f x 在区间[ , )a +∞ 上连续，.

 

取 t a> ，如果极限 lim ( )
t

at
f x dx

→+∞ ∫ 存在，. 

 则称此极限为函数 ( )f x 在无穷区间 

 
[ , )a +∞ 上的反常积分. 记作 ( )

a
f x dx

+∞

∫ . 

 
即           ( )

a
f x dx

+∞

∫ lim ( )
t

at
f x dx

→+∞
= ∫  

 

 

当极限存在时，称反常积分收敛 

 

 

当极限不存在时，称反常积分发散 

 

定义 2：设函数 ( )f x 在区间 ( , ]b−∞ 上连续，.

 

取u b< ，如果极限 lim ( )
b

uu
f x dx

→−∞ ∫ 存在，. 

 则称此极限为函数 ( )f x 在无穷区间 

 
( , ]b−∞ 上的反常积分. 记作 ( )

b
f x dx

−∞∫ . 

 
即          ( )

b
f x dx

−∞∫ lim ( )
b

uu
f x dx

→−∞
= ∫  

 当极限存在时，称反常积分收敛 

 

 

当极限不存在时，称反常积分发散 

 



 

 

     

                        一、无穷限的反常积分

定义3：设函数 ( )f x 在区间 ( , )−∞ +∞ 上连续, 

如果反常积分
0

( )f x dx
−∞∫ 和

0
( )f x dx

+∞

∫ 都收敛 

 
则称上述两反常积分之和为函数 ( )f x 在无穷区间 

( , )−∞ +∞ 上的反常积分，记作 ( )f x dx
+∞

−∞∫ ， 

 
即 

 
( )f x dx

+∞

−∞∫
0

( )f x dx
−∞

= ∫ 0
( )f x dx

+∞
+ ∫  

 

（1）反常积分 ( )f x dx
+∞

−∞∫ 收敛 

的充要条件是反常积分 

0
( )f x dx

−∞∫ 和
0

( )f x dx
+∞

∫ 都收敛 

 

这时我们称反常积分 ( )f x dx
+∞

−∞∫ 收敛 

否则就称反常积分 ( )f x dx
+∞

−∞∫ 发散. 

（2）如果反常积分
0

( )f x dx
−∞∫ 和

0
( )f x dx

+∞

∫  

有一个发散 

则反常积分 ( )f x dx
+∞

−∞∫ 发散 

 

注记 1：设函数 ( )f x 在区间 ( , )−∞ +∞ 上连续



 

 

     

                        一、无穷限的反常积分

定理1：设函数 ( )F x 是 ( )f x 在[ ,+a ∞）的一个

原函数 

 （1）若 lim ( )
x

F x
→+∞

存在，则 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 收敛且 

 
( ) lim ( ) ( )

a x
f x dx F x F a

+∞

→+∞
= −∫

（2）若 lim ( )
x

F x
→+∞

不存在，则 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 发散   

记 ( ) lim ( )
x

F F x
→+∞

+∞ = ，[ ]( ) ( ) ( )
a

F x F F a+∞ = +∞ − ，则 

[ ]( ) ( )
aa

f x dx F x
+∞ +∞=∫  

 

定理 2：设函数 ( )F x 是 ( )f x 在 ( , ]b−∞ 的一个 

原函数 

 （1）若 lim ( )
x

F x
→−∞

存在，则 ( )
b

f x dx
−∞∫ 收敛且 

 [ ]( ) ( ) lim ( ) ( )
b b

x
f x dx F b F x F x

−−∞ →−∞
= − =∫

（2）若 lim ( )
x

F x
→−∞

不存在存在，则   

( )
b

f x dx
−∞∫ 发散   



                      

 

定理 1 的证明 

 

 证明： 因为 ( )F x 是 ( )f x 在[ , +a ∞）的一个原函数

原函数的定义 

 

    ( )F x 是 ( )f x 在[ , ]a t 上的一个原函数 

牛顿-莱布尼兹公式 

 
           ( ) ( ) ( )

t

a
f x dx F t F a= −∫  

（1）若 lim ( )
x

F x
→ +∞

存在 

 [ ]lim ( ) lim ( ) ( )
t

at t
f x dx F t F a

→+∞ →+∞
= −∫ 存在 

 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 收敛且 ( ) lim ( ) ( )
a x

f x dx F x F a
+∞

→+∞
= −∫  

（2）若 lim ( )
x

F x
→+∞

不存在

 [ ]lim ( ) lim ( ) ( )
t

at t
f x dx F t F a

→+∞ →+∞
= −∫ 不存在 

      ( )
a

f x dx
+∞

∫ 发散 



 

 

     

定理 3：设函数 ( )F x 是 ( )f x 在 ( , )−∞ +∞ 的一个原函数 

 

（1）若 lim ( )
x

F x
→−∞

与 lim ( )
x

F x
→+∞

 

则 ( )f x dx
+∞

−∞∫ 收敛 

 
且    [ ]( ) ( )f x dx F x

+∞ +∞

−∞−∞
=∫  

 

（2）若 lim ( )
x

F x
→−∞

与 lim ( )
x

F x
→+∞

 

 至少有一个不存在 都存在 

则 ( )f x dx
+∞

−∞∫ 发散 

 

                        一、无穷限的反常积分



                      

 

 

注记 2  判断反常积分 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 是否收敛的一般步骤： 

                        一、无穷限的反常积分

第一步：判断被积函数在区间[ , )a +∞ 上连续

第二步：找出被积函数的一个原函数 ( )F x  

第三步：判断 lim ( )
x

F x
→+∞

是否存在 

（1）如果 lim ( )
x

F x
→+∞

存在，则 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 收敛，且 ( ) lim ( ) ( )
a x

f x dx F x F a
+∞

→+∞
= −∫  

（2）如果 lim ( )
x

F x
→+∞

不存在，则 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 发散 



                      

 

 

例 1  证明反常积分
1 p

dx
x

+∞

∫   当 1p > 时收敛；当 1p ≤ 时发散. 

                        一、无穷限的反常积分

分析： （1）显然被积函数在[1, )+∞ 连续，且 1

ln , 1
1

, 1
1

p
p

x C p
dx x C px

p

−

+ =⎧
⎪= ⎨ + ≠⎪ −⎩

∫ ， 

 
（2） 1

ln , 1
( )

, 1
1

p

x p
F x x p

p

−

=⎧
⎪= ⎨ ≠⎪ −⎩

是
1( ) pf x
x

= 的一个原函数 

（3）当 1p = 时， lim ( ) lim ln
x x

F x x
→+∞ → +∞

= = +∞ 即 lim ( )
x

F x
→+∞

不存在 

 

当 1p < 时，
1

lim ( ) lim
1

p

x x

xF x
p

−

→ +∞ → +∞
= = +∞

−
即 lim ( )

x
F x

→+∞
不存在 

 当 1p > 时，
( 1)

lim ( ) lim 0
1

p

x x

xF x
p

− −

→ +∞ → +∞
= =

−
即 lim ( )

x
F x

→+∞
存在 

 
因此当 1p > 时，反常积分

1 p

dx
x

+∞

∫ 收敛；当 1p ≤ 时，反常积分
1 p

dx
x

+∞

∫ 发散. 



                      

 

 

例 1  证明反常积分
1 p

dx
x

+∞

∫   当 1p > 时收敛；当 1p ≤ 时发散. 

                        一、无穷限的反常积分

证明 （1）显然被积函数在[1, )+∞ 连续， 

 

（2）当 1p = 时 [ ]11
ln lim lnp x

dx x x
x

+∞ +∞

→+∞
= = = +∞∫  

（3）当 1p < 时，
1 1

1
1

1lim
1 1 1

p p

p x

dx x x
x p p p

+∞− −+∞

→+∞

⎡ ⎤
= = − = +∞⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

∫

（4）当 1p > 时，
1 ( 1)

1
1

1 1lim
1 1 1 1

p p

p x

dx x x
x p p p p

+∞− − −+∞

→+∞

⎡ ⎤
= = − =⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

∫

所以当 1p > 时，反常积分
1 p

dx
x

+∞

∫ 收敛；当 1p ≤ 时，反常积分
1 p

dx
x

+∞

∫ 发散. 



                      

 

 

例 2  计算反常积分
0

( 0)ptte dt p
+∞ − >∫    

                        一、无穷限的反常积分

分析：显然被积函数在[0, )+∞ 连续 

（1）
1 1 1 1pt pt pt pt ptte dt tde te e dt t e C
p p p p

− − − − −⎡ ⎤⎡ ⎤= − = − − = − + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ， 

 

（2）
1 1( ) ptF t t e
p p

−⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
是 ( ) ptf t te−= 的一个原函数 

（3）
( )

11
1 1 1 1lim ( ) lim lim lim 0pt ptt t t tpt

tt
ppF t

p e p p pee
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′⎛ ⎞
++ ⎜ ⎟

⎝ ⎠= − = − = − =
′

存在

（4）
0

( )f t dt
+∞

∫ 收敛 且 [ ]00
( ) ( )f t dt F t

+∞ +∞= =∫  2

1lim ( ) (0)
t

F t F
p→+∞

− =  

 



                      

 

 

例 2  计算反常积分
0

( 0)ptte dt p
+∞ − >∫    

                        一、无穷限的反常积分

解： （1）
0 0 0

1 1pt pt pt ptte dt tde te e dt
p p

+∞+∞ +∞− − − −⎡ ⎤= − = − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

 

0

1 1 ptt e
p p

+∞

−⎡ ⎤⎛ ⎞
= − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 

（2）
( )

11
1 1 1 1 1lim lim lim lim 0pt

pt ptt t t tpt

tt
ppt e

p p e p p pee

−

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′⎛ ⎞
++ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠+ = − = − = − =⎜ ⎟ ′⎝ ⎠

 

  

（3）   [ ]00
( ) ( )f t dt F t

+∞ +∞= =∫  2 2

1 1 1 1lim pt

t
t e

p p p p
−

→+∞

⎛ ⎞
− + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 



                      

 

 

注记 3  判断反常积分 ( )f x dx
+∞

−∞∫ 是否收敛的一般步骤： 

                        一、无穷限的反常积分

第一步：判断被积函数在在区间 ( , )−∞ +∞ 上连续 

 

第二步：找出被积函数在 ( , )−∞ +∞ 的一个原函数 ( )F x  

 
第三步：判断 lim ( )

x
F x

→+∞
与 lim ( )

x
F x

→−∞
是否存在 

（1）如果 lim ( )
x

F x
→+∞

与 lim ( )
x

F x
→−∞

都存在，则反常积分 ( )f x dx
+∞

−∞∫ 收敛 

且           [ ]( ) ( )f x dx F x
+∞ +∞

−∞−∞
= =∫ lim ( ) lim ( )

x x
F x F x

→+∞ →−∞
−   

 
（2）如果 lim ( )

x
F x

→+∞
与 lim ( )

x
F x

→−∞
至少有一个不存在，则反常积分 ( )f x dx

+∞

−∞∫ 发散 



                      

 

 

例 3  计算反常积分 21
dx

x
+∞

−∞ +∫    

                        一、无穷限的反常积分

分析： （1） 2

1 arctan
1

dx x C
x

= +
+∫ ， 

 

（2） ( ) arctanF x x= 是 2

1( )
1

f x
x

=
+

的一个原函数 

 
（3） lim ( ) , lim ( )

2 2x x
F x F xπ π

→−∞ → +∞
= − = 存在 

 

（4） ( )f x dx
+∞

−∞∫ 收敛 

 

且    [ ]( ) ( )f x dx F x
+∞ +∞

−∞−∞
=∫  

 
解： 2

1 [arctan ]
1

dx x
x

+∞ +∞
−∞−∞

=
+∫  

 

lim arctan lim arctan
x x

x x
→+∞ →−∞

= −

 

2 2
π π π⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 



 

 

     

   二、被积函数有无穷间断点的反常积分

定义1：设函数 ( )f x 在区间 ( , ]a b 上连续，. 

 
∞=

+→
)(lim xf

ax
，如果极限 lim ( )

b

uu a
f x dx

+→ ∫ 存在，. 

 
则称此极限为函数 ( )f x 在区间 ( , ]a b  

 
上的反常积分. 记作 ( )

b

a
f x dx∫ . 

        ( )
b

a
f x dx∫ lim ( )

b

uu a
f x dx

+→
= ∫  

 当极限存在时，称反常积分收敛 

 

 

当极限不存在时，称反常积分发散 

 

定义 2：设函数 ( )f x 在区间[ , )a b 上连续，. 

 
lim ( )
x b

f x
→ −

= ∞，如果极限 lim ( )
t

at b
f x dx

−→ ∫ 存在，. 

 
则称此极限为函数 ( )f x 在区间[ , )a b  

 
上的反常积分. 记作 ( )

b

a
f x dx∫ . 

 
即        ( )

b

a
f x dx∫ lim ( )

t

at b
f x dx

−→
= ∫ . 

当极限存在时，称反常积分收敛 

 

 

当极限不存在时，称反常积分发散 

 



 

 

     

定义 3：设函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上除点 c  

( )a c b< < 外连续上连续, lim ( )
x c

f x
→

= ∞  

 如果两个反常积分 ( )
c

a
f x dx∫ 和 ( )

b

c
f x dx∫ 都收敛 

则称反常积分 ( )
b

a
f x dx∫ 收敛，并定义    

 

( )
b

a
f x dx∫ ( )

c

a
f x dx= ∫ ( )

b

c
f x dx+∫  

 

（1）反常积分 ( )
b

a
f x dx∫ 收敛 

的充要条件是反常积分 

( )
c

a
f x dx∫ 和 ( )

b

c
f x dx∫ 都收敛 

 

这时我们称反常积分 ( )
b

a
f x dx∫ 收敛 

否则就称反常积分 ( )
b

a
f x dx∫ 发散. 

（2）如果反常积分 ( )
c

a
f x dx∫ 和 ( )

b

c
f x dx∫  

有一个发散 

则反常积分 ( )
b

a
f x dx∫ 发散 

 

注记 4：设函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上除点 c  

( )a c b< < 外连续上连续, lim ( )
x c

f x
→

= ∞  

   二、被积函数有无穷间断点的反常积分



 

 

     

定理 4：设 ∞=
+→

)(lim xf
ax

，函数 ( )F x 是 ( )f x 在  

( , ]a b 的一个原函数 

 
（1）若 lim ( )

x a
F x

+→
存在，则 ( )

b

a
f x dx∫ 收敛且 

 
( ) ( ) lim ( ) ( ) ( )

b

a x a
f x dx F b F x F b F a

+

+

→
= − = −∫

（2）若 lim ( )
x a

F x
+→

不存在，则 ( )
b

a
f x dx∫ 发散

则记 ( ) [ ( )]
b b

aa
f x dx F x=∫

无界函数的形式Newton-Leibniz 公式

   二、被积函数有无穷间断点的反常积分

记 [ ( )] ( ) ( )b
aF x F b F a+= −

定理 5：设 lim ( )
x b

f x
−→

= ∞，函数 ( )F x 是 ( )f x 在 

 
[ , )a b 的一个原函数 

 
（1）若 lim ( )

x b
F x

−→
存在，则 ( )

b

a
f x dx∫ 收敛且

 ( ) lim ( ) ( ) ( )
b

a x b
f x dx F x F a F b F

−

−

→
= − = −∫

（2）若 lim ( )
x b

F x
−→

不存在，则 ( )
b

a
f x dx∫ 发散

则记 ( ) [ ( )]
b b

aa
f x dx F x=∫

无界函数的形式Newton-Leibniz 公式

记 [ ( )] ( ) ( )b
aF x F b F a−= −



                      

 

 

例 4  求反常积分
2 20

( 0)
a dx a

a x
>

−
∫  

分析： （1）显然函数
2 2

1( )f x
a x

=
−

在[0, ]a 上除点 x a= 外处处连续，且 

因此 x a= 是被积函数的无穷间断点 

       （2）由于
2 2

arcsindx x C
aa x

= +
−

∫  

所以 ( ) arcsin xF x
a

= 是
2 2

1( )f x
a x

=
−

的在[0, )a 上的一个原函数 

2 2

1lim ( ) lim
x a x a

f x
a x− −→ →

= =+∞
−

（3）由于 lim ( ) lim arcsin arcsin1
2x a x a

xF x
a

π
− −→ →

= = = ，故 lim ( )
x a

F x
−→

存在 

（4）反常积分
2 20

( 0)
a dx a

a x
>

−
∫ 收敛，且

2 20

1 lim ( ) (0)
2

a

x a
dx F x F

a x
π

−→
= − =

−
∫



                      

 

 

例 4  求反常积分
2 20

( 0)
a dx a

a x
>

−
∫  

解： （1）显然函数
2 2

1( )f x
a x

=
−

在[0, ]a 上除点 x a= 外处处连续，且 

因此 x a= 是被积函数的无穷间断点 

2 2

1lim ( ) lim
x a x a

f x
a x− −→ →

= =+∞
−

（2） 
2 20

0

1 arcsin lim arcsin arcsin 0
2

a
a

x a

x xdx
a aa x

π
−→

⎡ ⎤= = − =⎢ ⎥⎣ ⎦−
∫  

   二、被积函数有无穷间断点的反常积分



                      

 

 

例 5  讨论反常积分
1

21

dx
x−∫ 的收敛性. 

                        一、无穷限的反常积分

解： （1）显然函数 2

1( )f x
x

= 在[ 1,1]− 上除点 0x = 外处处连续，且 20 0

1lim ( ) lim
x x

f x
x→ →

= = +∞ 

（2）
1

1

20 0
0

1 1 11 lim
x

dx
x x x+→

⎡ ⎤= − = − + = +∞⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

 

  所以反常积分
1

20

dx
x∫ 的发散 

（3）因此反常积分
1

21

dx
x−∫ 发散. 

因此 0x = 是被积函数 2

1( )f x
x

= 的无穷间断点 
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