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第三章  函数极限 

• 一、主要内容 

• 1、函数极限的概念 

• 2、函数极限的性质 

• 3、函数极限存在的条件 

• 4 、两个重要的极限 

• 5 、无穷小量与无穷大量 
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   二、目的要求 

• 1、 熟练掌握函数极限的定义，并能利用-语言对简单的
初等函数的极限给出证明； 

• 2、 熟练掌握函数极限的性质并利用它对相关问题进行讨
论研究； 

• 3、掌握夹逼定理的基本思想； 

• 4、 牢记两个重要极限的结果，会用两个重要极限作相关
的计算与证明； 

• 5、熟练掌握Heine归结原理，并能利用Heine定理对函数的
敛散性进行判断； 

• 5、掌握无穷小和无穷大的定义、性质和关系；能够对于
相对简单的无穷小及无穷大进行比较，了解阶的概念。 
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• 三、重点与难点 

• 1、重点是函数极限的概念、性质 

• 及计算。 

• 2、难点是归结原理和柯西准则的 

• 应用 
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§1   函数极限概念 

一、x趋于时的函数极限 

二、x趋于x0 时的函数极限 

三、单侧极限 

    在本章,我们将讨论函数极限的基本

概念和重要性质.作为数列极限的推广,

函数极限与数列极限之间有着密切的

联系,它们之间的纽带就是归结原理. 

返回 
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一、x趋于时的函数极限 

设函数 定义在 )(xf  ,a

A

)(xf

x

y

O

极限. 

f (x)当 x 趋于   时以A为 

也无限地接近A,我们就称 

无限远离原点时,函数f (x) 

上,当 x 沿着 x 轴的正向 
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x 趋于 例如  函数 ,arctan xy  当 时, 

x

y

π

2

10 20 30 40 O 

0.5 

1 

为极限. 以 xarctan
π

2
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记为 

或者 lim ( )
x

f x A


 ).()(  xAxf

定数, 若对于任意正数      存在         使得 ，0 ，)( aM 

,)(  Axf

Axxf 时以趋于当 )(则称函数 .为极限

,时Mx 当

定义1   ., 上的一个函数为定义在设 af A 为 
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④ ( )A f x A 有    

lim ( )
x

f x A


 的几何意义

③ x M使当 时

x

A 

A 

①任意给定 
0 

M

②存在 M a

A

x

y

O a
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④ ( )A f x A 有    

lim ( )
x

f x A


 的几何意义

③ x M使当 时

x

A 

A 

①任意给定 
0 

M

②存在 M a

x

A

y

O a
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注 数列可视为定义在正整数集上的函数.  请大家 

所以(由定义1), 

例1  证明 .0
1

lim 
 xx

 任给 取 证 ,0 ,
1


M ,时当 Mx 

,
1

0)( 
x

xf

.0
1

lim 
 xx

与不同点. 

比较数列极限定义与函数极限定义之间的相同点 
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例2 .
2

arctanlim





x
x

证明

证 任给 ),
2

(0


  ).
2

tan( 

M取

这就是说 
π

lim arctan .
2x

x




时，当 Mx 严格增，因为 xarctan

π π
( ) arctan

2 2
f x x  

π π
( ) .

2 2
    
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,)(  Axf

定义2   ,,)( 上定义在设 bxf  .是一个常数A

,0 ,0M存在 ( )x M b  当 时若对于任意

记为 Axxf 时以当 )( ,为极限则称 

Axf
x




)(lim 或 ).()(  xAxf
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为极限，时以当则称 Axxf )( 记为 

,)(  Axf

定义3 A,)()( 内的某个邻域定义在设  Uxf

存在       当 ，0M,0.为一个常数 若对于任意

x M 时

Axf
x




)(lim 或 ).()(  xAxf



返回 后页 前页 

证  对于任意正数 ),10(   ,lnM取

lnx 当 时

这就是说 

例3 求证 lim e 0.
x

x


.e0e  xx

.0elim 


x

x
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例4 求证 .0
1

1
lim

2


 xx

2 2

1 1
0 ,

1 x x
  



所以结论成立. 

,
1


M 有时当 ,Mx 证  对于任意正数  , 可取 
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从定义1、2 、3 不难得到: 

.)(lim)(lim Axfxf
xx




定理 3.1 定义在 则的一个邻域内，)(xf

x
x

arctanlim


则由定理 3.1， .不存在

Axf
x




)(lim 的充要条件是： 

π π
lim arctan , lim arctan ,

2 2x x
x x

 
  例如 
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二、x趋于x0 时的函数极限 

设函数 f (x) 在点 x0 的某空心邻域    内有定义.  )( 0xU


,数 ,)(),( 0 时当 xUxUx
  

,)(  Axf

定义4 )(xf设 内有)(xU


的某空心邻域0x在点

,如果对于任意正数定义， .是一个常数A 存在正

为极限的定义. 

下面我们直接给出函数 f (x)     时以常数 A 
0xx 当
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或者 
0

lim ( )
x x

f x A




.)()( 0xxAxf 

.)( 0 为极限时以当 Axxxf  记为 则称 

例5 证明 .
22

1

1

21
lim

1






 x

x

x

时,  使 

,对于任意正数 ,0要找到  |1|0 x当分析 
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1 2 1 1 1

1 2 2 1 2 2 2

x

x x

 
  

  

因 

2

1
1 ,

2 2( 1 2)

x
x

x


 

 

只要                         式就能成立,  故取          即可. 1 , ( )x     

证 ,  0
0 x x   当 时,,任给正数 取

( )
2

1 2 1
.

2 2( 1 2) 2 2( 1 2)

x x

x x


  
  

   
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这就证明了 

,1
22

1

1

21





x

x

x

.
22

1

1

21
lim

1






 x

x

x



返回 后页 前页 

例6 证明 .lim
2

0

2

0

xx
xx




,00

2

0

2  xxxxxx

可以先限制 因为此时有 ,10  xx

0 0 0 0 0
2 2x x x x x x x x      

故只要 所以 ,)21( 00

2

0

2
xxxxx 

.
21 0

0
x

xx





要使 分析 

0
1 2 ,x 
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这就证明了 

.
2

0

2  xx

.lim
2

0

2

0

xx
xx




证 ,
21

,1min
0 










x


取  00 xx当,0

 有 ,时
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例7 求证： 

0

0
(1) lim sin sin ;

x x
x x




注 在例5、例6中, 我们将所考虑的式子适当放大,  

不是“最佳”的, 但这不影响我们解题的有效性.  

其目的就是为了更简洁地求出  , 或许所求出的  

0

0
(2) lim cos cos .

x x
x x



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证 首先，在右图所示的单位圆内, 

π
0 ,

2
x 当 时 显然有 

即 

,OABOADOAD SSS   扇形

,tan
2

1

2

1
sin

2

1
xxx 

故 
π

sin tan 0 .
2

x x x x
 

    
 

O C 

D 

B 

A 

y 

x 

x 
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.0时成立上式中的等号仅在 x

π
,

2
x 因为当 时 ,0,1sin  xxx 故对一切

R.,sin  xxx

.sin xx  ,sin x 故均是奇函数 ,x又因为有

0 0

0
sin sin 2 cos sin

2 2

x x x x
x x

 
 

对于任意正数 , 取 ,0 0 时当  xx,

0
,x x   
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.sinsinlim 0
0

xx
xx




同理可证: 

.coscoslim 0
0

xx
xx




所以
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例7 证明： ).1||(11lim 0

2

0

2

0




xxx
xx

证   因为 
2 2 0 0

0 2 2

0

| || |
1 1

1 1

x x x x
x x

x x

 
   

  

则 ,0 ,
2

1
2

0x



取 0
0 | |x x   当 时，

2 2 0

0 2

0

2 | |
| 1 1 | .

1

x x
x x

x



    



这就证明了所需的结论. 

0

2

0

2 | |
,

1

x x

x








返回 后页 前页 

在上面例题中,  需要注意以下几点： 

, 我们强调其存在性. 换句话说,  对于固定  1. 对于 

的 , 不同的方法会得出不同的 ,  不存在哪一个更 

好的问题. 

数都可以充当这个角色. 

3. 正数 是任意的,一旦给出,它就是确定的常数. 

, 那么比它更小的正 
 

是不惟一的, 一旦求出了  .2
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有时为了方便,需要让   小于某个正数.  一旦对这 

为贵”. 

当然也能满足要求.  所以我们有时戏称   “ 以小 

样的   能找到相应的  ,  那么比它大的  , 这个  
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平面上以 y =A为中心线, 宽为     的窄带,  2 可以找到 

,0 使得曲线段 

),(),( 0 xUxxfy


4. 函数极限的几何意义如图,  0, 任给 对于坐标 

落在窄带内. 

 Ay
Ay 

 Ay

O x

y

0x
0x

0x
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三、单侧极限 

，时在考虑 )(lim
0

xf
xx

x 既可以从 x0 )( 0xx 的左侧

                                                                  但在某些时 .)( 000 xxxx 趋向于的右侧又可以从 

定义5  ,)),((),()( 00 有定义在设  xUxUxf

  A 

为常数. 若对于任意正数 , ,）（存在正数  

在定义区间的端点和分段函数的分界点等. 

候,我们仅需(仅能)在 x0的某一侧来考虑, 比如函数 
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| | ,f x A  （ ）

则称 A 为函数  f  当 0 0
( )x x x x

   时的右(左) 

.))(lim()(lim
00

AxfAxf
xxxx


 

右极限与左极限统称为单侧极限, 为了方便起见， 

).(lim)0(,)(lim)0(
00

00 xfxfxfxf
xxxx
 



时，有当 )0(0 00   xxxx

极限,记作 

有时记 



返回 后页 前页 

 例8  讨论函数 .11
2 处的单侧极限在  xx

解 因为 ,1|| x ),1(2)1()1(1
2

xxxx 

.|01|
2  x

.01lim
2

1



x

x
这就证明了

.01lim
2

1



x

x
同理可证

所以 有时当 ,11  x,
2

,0
2

  取
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由定义3.4和定义3.5，我们不难得到： 

注 试比较定理 3.1 与定理 3.1´. 

.)(lim)(lim
00

Axfxf
xxxx


 

）有定义，则（在设 0)( xUxf
定理 3.1´ 

:)(lim
0

的充要条件是Axf
xx




,1sgnlim,1sgnlim
00


 

xx
xx

由于 x
x

sgnlim
0

所以

不存在. 
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作为本节的结束,我们来介绍两个特殊的函数极限. 

例9   证明狄利克雷函数 










无理数，

有理数

x

x
xD

0

,1
)(

证  0 0

1
R, , .

2
x A  对于任意的 以及任意实数 取

处处无极限. 

,||0 0
*  xx

,QR,
2

1
||,0

*  xA 取若对于任意的 满足 
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.
2

1
|||)(| 0

*  AAxD

* *

0

1
| | , Q, 0 | | ,

2
A x x x    若 取 满足 则

.
2

1
|1||)(| 0

*  AAxD

这就证明了结论. 

则 
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例10   设黎曼函数 

.

1,0,0

,1),(,
1

)(













无理数以及x

qp
q

p
x

qxR

0

0
: (0, 1), lim ( ) 0.

x x
x R x


  求证

证  .
1

0  
N

N，使，取一正整数

因为在 (0, 1) 中分母小于 N 的有理数至多只有 

.)(,,, 21 Knxxx n 

个 , 故可设这些有理数为 
2

)1( 


NN
K
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这就是说，除了这 n 个点外 , 其他点的函数值都 

,,,,)1( 010 in xxxxx 可设中的某一个是若 

}.||{min},,,{)2( 0
1

10 xxxxx k
nk

n 


则令若 

时，当于是  ||0, 0xx 对以上两种情形都有 

.|0)(| xR

这就证明了 .0)(lim
0




xR
xx

；令则 }||{min 0
,1

xxk
iknk






小于  .  所以 
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    在前面一节中引进的六种类型的函数

极限，它们都有类似于数列极限的一些 

§2   函数极限的性质 

二、范例 

一、   的基本性质 

为代表叙述 性质. 这里仅以 

并证明这些性质，其它类型的性质与证

明，只要相应作一些修改即可. 

返回 

0

lim ( )
x x

f x


0

lim ( )
x x

f x

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定理3.2   ( 惟一性 ) 

证   不妨设                        以及 Axf
xx




)(lim
0

.)(lim
0

Bxf
xx




由极限的定义，对于任意的正数 ,, 1 存在正数

,||0, 102 时当   xx

(1) ,
2

|)(|


 Axf

,||0 20 时当  xx

)(lim
0

xf
xx

存在, 则此极限惟一. 若 

0

lim ( )
x x

f x A


 的基本性质 一、 
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 (2) 式均成立，所以 

.|)(||)(|||  BxfxfABA

由 的任意性，推得 A = B. 这就证明了极限是惟 

,||0,},min{ 021 时当令   xx (1) 式与 

一的. 

.
2

|)(|


 Bxf (2) 
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定理 3.3（局部有界性）  

证 时，当存在取   ||0,0,1 0xx

.1|)(|  Axf

.1|||)(|  Axf

由此得 

,)(lim
0

Axf
xx




若 上在 )()( 0xUxf


,)( 0xU
则存在

有界. 

这就证明了     在某个空心邻域           上有界. ),( 0 xU
)(xf
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注： 

(1)  试与数列极限的有界性定理（定理 2.3）作一 

(2)  有界函数不一定存在极限； 

这上并不是有界的在但 .)2,0(
1

,1
1

lim)3(
1 xxx




说明定理中 “局部” 这两个字是关键性

的. 

比较； 
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定理3.4（局部保号性）若 ,)0(0)(lim
0




或Axf
xx

则对任何正数 )( ArAr  或 使得存在 ,)(, 0xU


.)0)((0)(  rxfrxf 或

.|)(|  Axf

.)( rAxf  由此证得 

有对一切 ,)( 0xUx


有时，当存在   ||0,0 0xx

证 不妨设         .  对于任何                   取 ,rA0A (0, ),r A
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定理 3.5（保不等式性）  )(lim)(lim
00

xgxf
xxxx 

与设

则内有且在某邻域都存在 ,)()()(, 0 xgxfxU 

).(lim)(lim
00

xgxf
xxxx 



证 那么对于任意设 ,)(lim,)(lim
00

BxgAxf
xxxx




;)(  Axf

有时而当 ,||0 20  xx .)(  Bxg

0,  分别存在正数 
1 2
, ,  使当 

0 1
0 | |x x   

时, 有 
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满足时则当令 ,||0,},min{ 021   xx

,)()(   BxgxfA

所以证得是任意正数因为从而有 ,.2  BA

.BA 
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且设 ,)(lim)(lim
00

Axgxf
xxxx




定理 3.6（迫敛性） 

内有的某个空心邻域在 )( 00 xUx


).()()( xgxhxf 

.)(lim
0

Axh
xx




那么

证   因为 所以对于任意,)(lim)(lim
00

Axgxf
xxxx




有时当存在 ,||0,0,0 0   xx

( ) ,A f x A    

( ) .A g x A    



返回 后页 前页 

.)()()(   AxgxhxfA

再由定理的条件，又得 

这就证明了 0)( xxh 在点 的极限存在，并且就是 A . 
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;)(lim)(lim)]()([lim)1(
000

xgxfxgxf
xxxxxx 



;)(lim)(lim)()(lim)2(
000

xgxfxgxf
xxxxxx 



gfgf  , 在点  x0 的极限也存在,   且 都存在, 则 

,0)(lim)3(
0




xg
xx

又若 在点 x0 的极限也存在,  g
f

则

定理 3.7 （四则运算法则）若 ,)(lim
0

xf
xx

)(lim
0

xg
xx

.
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0 xg

xf

xg

xf

xx

xx

xx








并有 
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这些定理的证明类似于数列极限中的相应定理, 这 

就可以知道这些定理是显然的. 

里将证明留给读者. 在下一节学过归结原则之后, 
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二、范例 

arctan 1
lim lim arctan lim
x x x

x
x

x x  
 

π
0 0.

2
 

例1 .
arctan

lim
x

x

x 
求

π 1
lim arctan , lim 0,

2x x
x

x  
 解 因为 所以
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例 2 .
1

lim
0 






 x
x

x
求

有时又当 ,0x因此由迫敛性得 ;1
1

lim
0








 x

x
x

解 由取整函数的性质， .
11

1
1

xxx








 0x当

,11lim)1(lim
00


  xx

x由于时,  有 ,1
1

1 








x
xx

同理得 ,1
1

1 x
x

x 






 于是求得 .1

1
lim

0








 x

x
x

.1
1

lim
0









 x
x

x
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例 3 求极限 
π

4

lim( tan 1).
x

x x




π π

4 4

π
sin

sin 4
lim tan lim 1 ,πcos cos

4
x x

x
x

x 

  

解 因为 

所以 

π

4

π π
lim( tan 1) 1 1 1 .

4 4x

x x


     
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例4 .)1(1lim
0




aa
x

x
求证

有时当 ,Nn  ,11

11

 


nn
aa 特别又有 

.11

11

 


NN aa

,
1

N
取 ,|0|0 时当  x

,11

11

 


NxN aaa

.1lim
0

得证即 


x

x
a

证 ,1
1

lim,1lim 


n
n

n

n a
a因为 所以 ,,0 N
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     在这一节中, 我们仍以              为代

表, 介绍函数极限存在的条件. 对于

其他类型的极限,也有类似的结论. 

一、归结原则 

§3  函数极限存在的条件 

三、柯西收敛准则 

二、单调有界定理 

返回 

0

lim ( )
x x

f x

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一、归结原则 

的充要条件是:  对于在 内),( 0 xU


以 x0 为极限的 

,}{ nx任何数列 )(lim n
n

xf


极限 都存在,  并且相等. 

证 (必要性)  设 ,)(lim
0

Axf
xx




则对任给 存,0

,0在 有时当 ,||0 0  xx

定理 3.8 .),( 0 有定义在设 xUf
 存在 )(lim

0

xf
xx

.|)(|  Axf

}{ nx设 ,,),( 00 xxxU n 
那么对上述   存在 ,
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有时当 ,, NnN 

,||0 0  xxn

所以 .|)(|  Axf n 这就证明了 .)(lim Axf n
n




(充分性)（下面的证法很有典型性，大家必须学 

恒有 

.)(lim Axf n
n




0)( xxxf 在若 时, 不以  A 为极限,  则存在正数 

设任给 ),,(}{ 0 xUxn

 ,0xxn 会这种方法.） 
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.|)(| 0  Axf

现分别取 

,,,,
2

, 21 
n

n





 

存在相应的 

),,(,,,,, 21 nnn xUxxxx  

使得 

.,2,1,|)(| 0  nAxf n 

对于任意正数 ),,(, 0   xUx
存在 使得 ,0
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 另一方面, ,||0 0
n

xx nn


  所以 .lim 0xxn

n




这与 Axf n
n




)(lim 矛盾. 

注   归结原则有一个重要应用： 

若存在 ,,),(}{},{ 000 xyxxxUyx nnnn   但是 

),(lim)(lim n
n

n
n

yfBAxf




)(lim
0

xf
xx

则 不存在. 
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例1 x
x xx

coslim,
1

sinlim
0 

证明 都不存在. 

解 
1 1

0, 0 ,
π2 π 2 π
2

n n
x y

n n
   


取 有

,
1

sinlim10
1

sinlim
nnnn yx




故 x
x

1sinlim
0

不存在. 

π2 π , 2 π ,
2n n

x n y n     同理可取 有

,coslim01coslim n
n

n
n

yx




故 x
x

coslim


不存在. 
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密集的等幅振荡,  当然不会趋于一个固定的值. 为 

了让读者更好地掌握其他五类极限的归结原则,我 

们写出               时的归结原则如下： 


 0xx

-1 -0.5 0.5 1 

1 

-1 

x

y

x
y

1
sin 的图象在 x = 0 附近作无比 从几何上看， 
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义, 则 

定理 3.9 0)( xxf 在设 的某空心右邻域 )( 0xU

 有定 

作为一个例题, 下面给出定理 3.9 的另一种形式. 

义. Axf
xx




)(lim
0

那么 的充要条件是任给严格递减 

,),,(}{ 00

0
xxxUx nn   的 .)(lim Axf n

n



必有

例 2 0)( xxf 在设 的某空心右邻域 ),( 0 xU

 上有定 

Axf
xx




)(lim
0

0 0
{ } ( ), ,

lim ( ) .

n n

n
n

x U x x x

f x A





  
 



任给

必有
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证 必要性应该是显然的.  下面我们证明充分性. 

,0 时假若  xx f(x) 不以 A 为极限.   则存在正数 

;|)(|,0,, 0110111   Axfxxx取

},,
2

min{ 012 xx 




;|)(|,0, 022022   Axfxxx

},,min{ 01 xx
n

nn  




,),( 0  xUx

存在 .|)(| 0  Axf使,0,0
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这样就得到一列严格递减的数列 ),,(}{ 0 xUxn




,|)(|, 00  Axfxx nn 但 这与条件矛盾. 

;|)(|,0, 00   Axfxxx nnnn
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二、单调有界定理 

定理 3.10 设 f 为定义在 )( 0xU

 上的单调有界函数,  

则右极限 .)(lim
0

存在xf
xx


（相信读者也能够写出关于 ,)(lim,)(lim
0

xfxf
xxx  

证 不妨设 f 在 .)( 0 递减xU



因为 f (x) 有界, 故 

使),( 0

*
xUx




的单调有界定理 .） )(lim xf
x 

)(sup
)( 0

xf
xUx




存在, 设为A .由确界定义, 对于 ,0



返回 后页 前页 

.)(
*

AxfA  

,0, 00

* 时当令   xxxx 由 f (x) 的递减性, 

.)()(
*   AAxfxfA

这就证明了 

.)(lim
0

Axf
xx




对于单调函数, 归结原则的条件就要简单得多. 

例3 )(lim),()(
0

0 xfxUxf
xx




 则上单调，在设 

存在的充要条件是存在一个数列 
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,,)(}{ 0,0 xxxUx nn   

.)(lim 存在使 n
n

xf


证 必要性可直接由归结原则得出, 下面证明充分 

,,)(}{ 0
'

,0 xxxUx nn   设 .)(lim Axf n
n




.)(   AxfA n

对于任意 ),,( 00 xxxUx N  

 ).()( xfxfA N 

,,0 N故 当           时, 有 Nn 

假设 )(xf 递减． 性.   
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,0 xxxn 又因为 ),(1 NN 所以 ,
1

xxN 使

因此从而 .)()(
1

 Axfxf N

.)(   AxfA

.)(lim
0

Axf
xx






即



 )

)(xfy 

x
Nx

1Nx x0xO

y

A

A

A
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三、柯西收敛准则 

                                        的柯西收敛准则, 请读者自 这里 仅给出 )(lim xf
x 

有定义,  则极限 )(lim xf
x 

存在的充要条件是: 任 

),(,0 MX  存在给  均有对于任意 ,, 21 Xxx 

.|)()(| 21  xfxf

定理3.11 设 f (x) 在  的某个邻域 }|{ Mxx  上 

明之. 

行写出其他五种极限类型的柯西收敛准则，并证 
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),( MX 存在 对一切 x >X， 

.
2

|)(|


 Axf

有所以对一切 ,, 21 Xxx 

1 2 1 2
| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | .f x f x f x A f x A      

证（必要性） ,)(lim Axf
x




设 则对于任意 ,0

(充分性)   对一切，存在对任意的 ,0 MX 

有,, 21 Xxx 

    .21  xfxf



返回 后页 前页 

，，则存在任取 Nxx nn ,}{ ,时当 Nn 

.)()(  mn xfxf

   ., 因此收敛是柯西列这就是说 nxf

使若存在 ,,},{,}{  nnnn yxyx

.)}({ 发散，矛盾但 nzf

,,)(,)( ABByfAxf nn 

  1 1 2 2
, , , , ,

n n n
z x y x y x y则令 为 ， ， ， .nz显然

故,, Mxx mn ,,. 时又当 NmnXxn 
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这样就证明了对于任意的 ,},{ nn xx

)(lim n
n

xf


存在且相等.由归结原则, )(lim xf
x 

存在. 

虽然以及是： ,}{,}{,00 nn yx

，，  nn yx

    .0 nn yfxf

但是 

注 由柯西准则可知,                 不存在的充要条件 lim ( )
x

f x

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.1sinsin 0 nn yx但是 不这就说明 x
x

sinlim


,sin xy 对于 ,10 取例如, 

π
2 π, 2 π ,

2
n n

x n y n  

存在． 
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§4   两个重要的极限  

一、 

二、 

返回 

.1
sin

lim
0


 x

x

x

.e
1

1lim 











x

x x
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)1(.
cos

1

sin
1

xx

x


不等式中的三个表达式均是偶函数, 故当 

证 
π

sin tan 0 ,
2

x x x x
 

    
 

因为 所以 

命题1 .1
sin

lim
0


 x

x

x

0

sin
lim 1
x

x
x

一、 

π
0 | | 1

2
x  时,( )式仍成立.
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π 0

sin sin
lim lim 1.

πx t

x t

x t 


  



解  π, sin sin π sin ,t x x t t     令 所以 

.1
sin

lim
0


 x

x

x
即 

，所以因为 1
cos

1
lim1lim

00


 xxx
,1

sin
lim

0


 x

x

x

例1  求 
π

sin
lim .

πx

x

x 
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例2 .
arctan

lim
0 x

x

x
求

.1coslim
sin

lim
tan

lim
arctan

lim
0000




t
t

t

t

t

x

x

tttx
＝

则令 ,tan,arctan txxt 解 

.
cos1

lim
2

0 x

x

x




求例3 

解 
2

2

0

2
sin2

lim
x

x

x
 .

2

1


2
0

cos1
lim

x

x

x





2

0

2

2
sin

2

1
lim


















 x

x

x
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.e
1

1lim 











x

x x
命题2 

e
1

1lim 











x

x x
.e

1
1lim 












x

x x
和

证   我们只需证明： 

  ;,2,1,1,
1

1
1 










 nnxn

n
xf

n

设两个分段函数分别为: 

1
lim 1 e

x

x x

 
  

 
二、 
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  .,2,1,1,
1

1

1













nnxn
n

xg

n

显然有

    .),1[,
1

1 







 xxg

x
xf

x

  ,e
1

1
1limlim 














n

nx n
xf

  ,e
1

1limlim

1















n

nx n
xg

因为 
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 2.e
1

1lim 











x

x x

则设时当 ,0,,0  yyxx

所以由函数极限的迫敛性，得到 

.
1

1
1

1
1

1
1

yyx

yyx
































所以时，因为当 , yx
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.e
1

1lim 











x

x x
这就证明了

  )3(.e1lim
1

0




t

t
t

注 .0,,
1

 tx
x

t 时则若令 由此可得 

在实际应用中，公式(2)与(3)具有相同作用. 

.e
1

1
1

1

1
1lim

1
1lim

1



































 yyx

y

y

x

x
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解 ),3(由公式

    .e21lim21lim
2

2

2

1

0

1

0










x

x

x

x
xx

.
11

1lim
2

n

n nn











求例5 

解  因为 ,
1

1
11

1
2

nn

nnn



















11

22

2

1
1

11
1













 











n

n

n

n
n

n

n

nn
.

1
1

2
1

2

2











 


n

n

n

n

例4 x

x
x

1

0
)21(lim 


求
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所以由归结原则，＝而 ,0
1

,e
1

1lim
2














 n

n

n

n

n

.e
1

1lim
1

2

2








 






n

n

n n

n

.e
11

1lim
2













n

n nn

再由迫敛性, 求得 
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二、无穷小量阶的比较 

§5   无穷大量与无穷小量 

    由于        等同于                                   因 

分析”.    

相同的. 所以有人把 “数学分析” 也称为 “无穷小 

此函数极限的性质与无穷小量的性质在本质上是 

四、渐近线 

三、无穷大量 

一、无穷小量 

返回 

0

lim ( )
x x

f x A



0

lim( ( ) ) 0
x x

f x A


 
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一、无穷小量 

定义1 内有定义，的某邻域在点设 )( 00 xUxf


  ,0lim
0




xf
xx

若 .0时的无穷小量为则称 xxf 

为类似地可以分别定义 f

.时的无穷小量和有界量

.0 时的有界量xx 

0
f x若 在点 的某个空心邻域内有界，则称 f 为 

,,, 00  
xxxxx  xx ,
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显然，无穷小量是有界量.而有界量不一定是无穷 

时的无穷小量；为 11  xx例如: 

对于无穷小量与有界量，有如下关系： 

；时的无穷小量为  11
2

xx

sin
;

x
x

x
为 时的无穷小量

sin .x x 为 时的有界量

小量. 
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1. 两个(类型相同的)无穷小量的和，差，积仍是 

2. 无穷小量与有界量的乘积仍为无穷小量. 

性质1可由极限的四则运算性质直接得到. 

  所以因为的 ,0lim,0
0




xf
xx

 使得当存在 ,0

无穷小量. 

下面对性质２加以证明. 

0
0 | | , | ( ) | ,

1
x x f x

M


   


时 从而

0

0
lim ( ) 0, | ( ) | , ( ).
x x

f x g x M x U x


  设 对于任意
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0
( ) ( ) .f x g x x x这就证明了 是 时的无穷小量

例如: 时为时的无穷小量，为 01sin0  xxxx

.01sin 时的无穷小量为的有界量，那么 xxx

.0
1

sinlimlim
1

sinlim
000


 x

x
x

x
xxx

应当注意, 下面运算的写法是错误的： 

| ( ) ( ) | .f x g x 
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x
xy

1
sin从几何上看，曲线 在     近旁发生无 0x

限密集的振动，其振幅被两条直线 xy  所限制. 

y

-0.1 

-0.05 

0.05 

0.1 

-0.1 -0.05 
O 

0.05 0.1 x

xy 

x
xy

1
sin

xy 
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二、无穷小量阶的比较 

两个相同类型的无穷小量，它们的和、差、积仍 

 
 

   xgxfxx
xg

xf

xx
是关于时则称，若 00lim.1

0




    .,0 均是无穷小量时，设当 xgxfxx 

出如下定义. 

两个无穷小量之间趋于零的速度的快慢，我们给 

这与它们各自趋于零的速度有关.为了便于考察 

是无穷小量，但是它们的商一般来说是不确定的. 
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的高阶无穷小量，记作

.)())(()( 0xxxgoxf 

.)()1()( 0xxoxf 

.)0,0()(
1 

kxxox
kk

;)0()1(sin  xox

例如： ;)0()(cos1  xxox

0
( )f x x x当 为 时的无穷小量时，我们记
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2.   若存在正数 K 和 L，使得在 x0 的某一空心邻域 

)( 0xU


内，有 

,
)(

)(
M

xg

xf
L 

根据函数极限的保号性，特别当 

0
)(

)(
lim

0




c
xg

xf

xx

时，这两个无穷小量一定是同阶的. 

例如:  ,0时当 x xcos1 与 2
x 是同阶无穷小量; 

则称         与         是 0xx  时的同阶无穷小量. )(xf )(xg
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3. 若两个无穷小量在 )( 0xU
 内满足: ,

)(

)(
L

xg

xf


则记 ).())(()( 0xxxgOxf 

当 0x 时，x 与 









x
x

1
sin2 是同阶无穷小量. 

,)( 0 时的有界量时为 xxxf  我们记 

.)()1()( 0xxOxf 

应当注意，若 )(,)( xgxf 为 
0xx  时的同阶无 

穷小量，当然有 
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.)())(()( 0xxxgOxf 

反之不一定成立,  例如 

.)0()(1sin  xxOxx

但是这两个无穷小量不是同阶的. 

注意： 这里的 ))(()())(()( xgOxfxgoxf  与

)( 0xx  和通常的等式是不同的，这两个式子的 

右边，本质上只是表示一类函数．例如 ))(( xgo

表示   的所有高阶无穷小量的集合． )(xg)( 0xx 
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.)(  )(~)( 0xxxgxf 

;)0(~sin  ,1
sin

lim
0




xxx
x

x

x
所以因为

;)0(~arctan  ,1arctanlim 
0




xxxx
x

x
所以因为

则称若  ,1
)(

)(
lim .4

0


 xg

xf

xx

时的为与 0  )(  )( xxxgxf 

等价无穷小量，记作 

也就是说，这里的 “=” 类似于 .”“
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.0)(
2

1
~cos1

2  xxx同样还有

根据等价无穷小量的定义，显然有如下性质： 

),( )(~)( ),( )(~)( 00 xxxhxgxxxgxf 若

.1
)(

)(
lim

)(

)(
lim

)(

)(
lim 

000


 xh

xg

xg

xf

xh

xf

xxxxxx

前面讨论了无穷小量阶的比较, 值得注意的是,  并 

.)( )(~)( 0xxxhxf 那么 这是因为 

不是任何两个无穷小量都可作阶的比较. 例如 
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x

xsin
与 

2

1

x
均为 x 时的无穷小量,   却不能 

按照前面讨论的方式进行阶的比较. 这是因为 

)(sin
1

sin

2

 xxx

x

x
x

是一个无界量，并且 (2 π)sin(2 π) 0 .n n 

下面介绍一个非常有用的定理： 
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定理3.12 设函数  f,  g,  h 在 )( 0xU


内有定义,  且 

.)()(~)( 0xxxgxf 

;)()(lim,)()(lim)1(
00

AxhxgAxhxf
xxxx




则若

.
)(

)(
lim,

)(

)(
lim)2(

00

A
xg

xh
A

xf

xh

xxxx



则若

.)()(
)(

)(
lim)()(lim

00

Axhxf
xf

xg
xhxg

xxxx




证 ,1
)(

)(
lim,)()(lim)1(

00


 xg

xf
Axhxf

xxxx
因为 所以 
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定理 3.12  告诉我们，在求极限时，乘积中的因子 

例1 .
2sin

arctan
lim

0 x

x

x
计算

.
2

1

2
lim

2sin

arctan
lim

00


 x

x

x

x

xx

解 ),0(2~2sin,~arctan xxxxx因为 所以 

(2)  可以类似地证明. 

可用等价无穷小量代替，这是一种很有用的方法. 
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例2 .
sin

sintan
lim

3
0 x

xx

x




计算

解 3
0

3
0

sintan
lim

sin

sintan
lim

x

xx

x

xx

xx








3
0

)1
cos

1
(sin

lim
x

x
x

x




 xx

xx

x cos

)cos1(sin
lim

3
0






3

2

0

2lim
x

x
x

x





.

2

1

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有定义, 若对于任给 定义2 设函数 f  在 )( 0xU


| ( ) | ,f x G

.)(lim
0




xf
xx

)();( 00 xUxUx
  G > 0, 存在  > 0，使得当 

则称函数 f (x) 当 x x0 时为无穷大量, 记作 

时,有 

三、无穷大量 

| ( ) | ( ) ( ) ,f x G f x G f x G   若定义中的 改为 或

记作 
0 0

lim ( ) lim ( ) .
x x x x

f x f x
 

   或
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请读者自行写出它们的定义. 

;)(lim,)(lim,)(lim 


xfxfxf
xxx

;)(lim,)(lim,)(lim 


xfxfxf
xxx

.)(lim,)(lim,)(lim 


xfxfxf
xxx

0
( )f x x x相应地称 为 时的正无穷大量和负无 

类似地可以定义如下的无穷大量: 

穷大量. 
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例3 .
1

lim
2

0


 xx
证明

证 ,||0,
1

,0 时当取   x
G

G ,
1

2
G

x


.
1

lim
2

0


 xx
所以

例4 当 a > 1 时，求证 .lim 


x

x
a

这就证明了 .lim 


x

x
a

xalog函数 的严格递增性， ,Ga
x 当 x > M 时， 

证  G > 0 ( 不妨设 G > 1 ),  ,log GM a令 由对数 
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,
0

Gaa nn  .lim 


n
n

a即

例6 设        递增，无上界.  证明 .lim 


n
n

a}{ na

证 因为         无上界，所以任给 G > 0，存在 }{ na ,0n

.
0

Gan  又因    递增， 使 }{ na 故当      时，有 0nn 

例5 
0

lim ln .
x

x


 证明

证 0, 0, 0 ,G x      对 要找到 使得

ln .x G 

-
ln e 0 .

G
x   由于 单调增,只要令 即可
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从无穷大量的定义与例3、例4和例5可以看出： 

无穷大量不是很大的一个数，而是具有非正常的 

极限 . 很明显，若 ,)(lim
0




xf
xx

那么 f (x) 在 x0  

的任何一个邻域内无界.  但值得注意的是: 若 f (x) 

例如： xxxf sin)(   在  的任何邻域内无界，但 

却不是 x   时的无穷大量.  事实上,  对 

无界量) ,  并不能保证 f (x) 是 x  x0 的无穷大量. 

在 x0 的任何邻域内无界 (称 f (x) 是 x  x0 时的 
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π
2 π , 2 π, 1 , 2 , ,

2
n n

x n y n n   

因而 f (x)不是 x 时的无穷大量. 

有

.0)(,)(  nn yfxf

两个无穷大量也可以定义阶的比较.  设 

.)(lim)(lim
00




xgxf
xxxx
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的高阶是关于则称若 )()(,0
)(

)(
lim.1

0

xfxg
xg

xf

xx




无穷大量. 

使和正数若存在正数 ,,.2 KL ,),( 0 时xUx


,
)(

)(
K

xg

xf
L 

则称 f (x) 与 g (x) 是当 x  x0 时的一个同阶无穷 

大量. 

是与则称若 )()(,1
)(

)(
lim.3

0

xgxf
xg

xf

xx



当 x  x0 时 
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的等价无穷大量， 记为

.,)(~)( 0xxxgxf 

下述定理反映了无穷小量与无穷大量之间的关系, 

直观地说：无穷大量与无穷小量构成倒数关系. 

定理3.13 

(1)   若 f  为 xx0 时的无穷小量,  且不等于零,   则 

为
f
1

.0时的无穷大量xx 
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证 这里仅证明定理的 (1) .  对于任意正数G , 因为 

有时当 ,||0 0  xx

,
)(

1
,

1
|)(| G

xfG
xf  即

这就证明了 .
)(

1
lim

0


 xfxx

时为则时的无穷大量为若 00

1
,)2( xx

g
xxg 

的无穷小量. 

f 为 x  x0 时的无穷小量， 所以存在 ,0 使得 
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.)()(lim
0




xgxf
xx

.
2

||
|)(|

b
xf 

又因为 ,)(lim
0




xg
xx

所以对于任意正数G，存在 

,||0,0 202 时当   xx

.
||

2
|)(| G

b
xg 

证 由极限的保号性, ,0)(lim
0




bxf
xx

因为 存在

有时当 ,||0 10  xx,01 

例7 ,)(lim,0)(lim
00




xgbxf
xxxx

设 求证 
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有时当令 ,||0,},min{ 021   xx

,
||

2

2

||
|)()(| GG

b

b
xgxf 

.)()(lim
0




xgxf
xx

注 对于函数 有时当 ,0,
1

)(,)(  x
x

xgxxf

.1)()(lim
0




xgxf
x

这就说明了当 b = 0 时结论不一定成立. 

即 
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例8 存在证明时的无界量为设 :.)( 0xxxf 

使得,, 00 xxxx nn 

都存在,0 使得时当 ,||0, 0   xxx

.|)(| Gxf 

,1||0,,1,1 01111 时当对  xxxG 

;1|)(| 1 xf

.)(lim 


n
n

xf

证 ，为无界量时因为 )(0 xfxx  所以 ,0G
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;2|)(| 2 xf

............

;|)(| nxf n 

.)(lim 


n
x

xf

,
2

1
||0,,

2

1
,2 02222 时当对  xxxG 

,
1

||0,,
1

, 0 时当对
n

xxx
n

nG nnnn  

由此得到一列         ，满足                               且 ,, 00 xxxx nn }{ nx

............
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注   例8的证明虽然有些难度，但它却提供了选取 

法, 对提高解题能力是有益处的. 

符合要求的点列的一种方法.  熟练地掌握这种方 
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四、渐近线 

作为函数极限的一个应用，我们来讨论曲线的渐 

在中学里我们已经知道双曲线的 标准方程为 

,1
2

2

2

2


b

y

a

x

它的渐近线方程为 

.x
a

b
y 

x
a

b
y 

x
a

b
y 

1
2

2

2

2


b

y

a

x

o x

y

近线问题. 
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下面给出渐近线的一般定义. 

定义4  设 L 是一条直线,  若曲线 C 上的动点 P  沿 

曲线无限远离原点时, 点 P 与 L 的距离趋于零，则 

称直线 L 为曲线 C 的一条渐近线(如图). 

bkxy 



P

NM

L 

)(xfy 

C 

x

y

O
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.
1

)(
|cos|||||

2
k

bkxxf
PMPN




 

由渐近线的定义， 或时 (x  xx ,

,0
1

)(
lim

2






 k

bkxxf

x

即时） ,0, PN

首先,  我们来看如何求曲线                的斜渐近线. )(xfy 

如图所示,  设斜渐近线 L 的方程为 .bkxy  曲 

线上的动点              至直线 L 的距离为 ),( yxP
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从而 

.])([lim kxxfb
x




又 

x

kxxf
k

x

xf

xx














)(
lim

)(
lim

,0lim 
 x

b

x

所以， 

.
)(

lim
x

xf
k

x 

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这样就确定了斜渐近线的两个参数： 

,
)(

lim
x

xf
k

x 
 .])([lim kxxfb

x




这是沿 x 轴正向的渐近线的方程. 显然沿 x 轴负向 

,
)(

lim
x

xf
k

x 
 .])([lim kxxfb

x




同样也可以求出沿着 x  － 的渐近线方程. 

的斜渐近线的斜率和截距分别为 
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注  特别当 k = 0 时，该渐近线称为水平渐近线.   

)()(lim 


Axf
x

.))(lim,)(lim( AxfAxf
xx




满足若函数 )(xf




)(lim
0

xf
xx

,))(lim)(lim(
00


 

xfxf
xxxx

或

则称 x = x0 是曲线                的垂直渐近线. )(xfy 

显然，曲线 y = f (x) 有水平渐近线的充要条件是 



返回 后页 前页 

例9 求曲线 
32

2

3




xx

x
y 的渐近线. 

.)(lim,)(lim
31




xfxf
xx

并且 f (x) 在其他点处均有有限极限，所以求得垂 

.3,1  xx

解 易见,
)1)(3(

3




xx

x

32
)(

2

3




xx

x
xf设

直渐近线为: 
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,1
)1)(3(

lim
)(

lim
2





 xx

x

x

xf

xx
又 ;1k得

x
xx

x
xxf 




32
)(

2

3

,
32

32
2

2






xx

xx

.2])([lim 


xxfb
x

得

于是求得斜渐近线方程为 

（如右图所示）.2 xy

1

3

2 xy

O x

y

1x3x
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