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              隐函数是函数关系的另一种表现形式.讨
论隐函数的存性、连续性与可微性,不仅出于
深刻了解这类函数本身的需要,同时又为后面
研究隐函数组的存在性问题打好了基础. 

                     §1   隐 函 数 

一、隐函数概念 

 二、隐函数存在性条件分析   

三、隐函数定理 

四、隐函数求导数举例  
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方程式所确定的函数,通常称为隐函数．例如：  

3 2 2
1 siny x, z x y .   

2/ 3 2/ 3 2/ 3 3 3 3
3 0x y a , x y z xy .     

一、隐函数概念 

显函数：因变量可由自变量的某一分析式来表示 

的函数称为显函数．例如：   

隐函数：自变量与因变量之间的关系是由某一个 

隐函数一般定义：                                
2

R , : R,E F E 设 和方程
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则成立恒等式 

.,0))(,( IxxfxF 

R, ,I J x I 若存在 、 使得对任一 有惟一确定的 

y J 与之对应,  能使    ( , ) ,x y E 且满足方程 (1) ,    

则称由方程 (1) 确定了一个定义在   ,  值域含于 I J

,,,)( JyIxxfy 

的隐函数.  如果把此隐函数记为                                  

( , ) 0. (1)F x y 
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1
22  yx取值范围．例如由方程     可确定如下两   

个函数：  

注2  不是任一方程      都能确定隐函数,    0),( yxF

例如         显然不能确定任何隐函数．   01
22  yx

)(xfy 妨仍记为               .   

注3   隐函数一般需要同时指出自变量与因变量的  

注1   隐函数一般不易,甚至不能化为显函数,但不 
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在§2 还要讨论由多个方程确定隐函数组的问题.   

.]0,1[,]1,1[,)1()(

;]1,0[,]1,1[,)1()(

2
2

2
1





yxxxfy

yxxxfy

注4   类似地可定义多元隐函数．例如:           由方程    

0),,( zyxF ,),( yxfz 确定的隐函数   由方程   

0),,,( uzyxF ,),,( zyxfu 确定的隐函数    等 

等.  
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二、隐函数存在性条件分析  

条件时，由方程 (1) 能确定隐函数       , 并使    )(xfy 

),( yxF要讨论的问题是：当函数      满足怎样一些    

该隐函数具有连续、可微等性质?             

),( 000 yxP .)(,0),( 0000 xfyyxF ，满足    

      连续是合理的． 0P

)(xfy 
0x ),( yxF(b) 为使                在     连续，故要求              在点   

(a) 
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0),( 00 yxFy由此可见，      是一个重要条件． 

0 0 0 0 0 0

d
( , ( )) ( , ) ( , ) ( ) 0,

d
x x x y

F x f x F x y F x y f x
x


  

点     存在切线，而此切线是曲面                    在点     ),( yxFz 
0P

的切平面与       的交线，故应要求              在   0P ),( yxF0z

)(xfy  0x )(xfy (c)  为使                 在     可导，即曲线    在  

0P .)0,0()),(,),(( 0000 yxFyxF yx点   可微，且  

(d)  在以上条件下，通过复合求导数,  由 (1) 得到      

0 0
0

0 0

( , )
( )

( , )

x

y

F x y
f x .

F x y
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三、隐函数定理 

定理18.1 ( 隐函数存在惟一性定理 )  设方程 (1) 中   

),( yxF的函数            满足以下四个条件：              

),( 000 yxP 2
RD(i) 在以              为内点的某区域             上连续；  

(ii)                        ( 初始条件 )； 0),( 00 yxF

D ),( yxFy(iii) 在     内存在连续的偏导数     ；          

0 0( , ) 0.yF x y (iv)  

则有如下结论成立： 
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0 0( ), ( , ),y f x x x x    

;0))(,(,)())(,( 0  xfxFPUxfx

在                           上连续． )(2 xf
 ),( 00   xx

惟一地确定了一个隐函数                                      

它满足：                             

0 0( )f x y ),( 00   xxx,  且当                                  时,  使得       

证  首先证明隐函数的存在与惟一性．  

证明分为以下四步   

DPU )( 0
)( 0PU存在某邻域      ，在            内由方程 (1)  1
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0 0 0 0[ , ] [ , ]S x x y y D.         其中

,),(,0),( SyxyxFy 

0 0( , ) 0.yF x y 

(a)  “一点正, 一片正 ”  

由条件 (iv),  不妨设     

),( yxFy因为                连续，所以根据    

保号性，              使得  0, 
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0 0( , ) 0,F x y  

(b)  “正、负上下分 ”    

,),(,0),( SyxyxFy  ,],[ 00   xxx因                                          故   

y),( yxF ],[ 00   yy把              看作     的函数，它在                           上    

严格增，且连续 ( 据条件 (i) )．  

0( , ) ,F x y特别对于函数   由条   

0 0( , ) 0F x y 件 可知

0 0( , ) 0.F x y  
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因为                                             关于    连续，故由    ),(,),( 00   yxFyxF x

 (b) 的结论，根据保号性，        使得  ,)0(  

0( , ) 0 ,F x y  

(c)  “同号两边伸”   

(d)  “利用介值性”   

,),(ˆ 00   xxx ),ˆ( yxF y因              关于  连续, 且严   

格增，故由 (c) 的结论，依据介值性定理,  存在惟    

0( , ) 0 ,F x y  

0 0( , ).x x x   
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(d) 利用介值性   

＋＋＋＋ 

－ － － － 

x0x

y

0y

O
0x  0x 

0( )U P

0y 

0y 

( )y f x







满足 0 0
ˆ ( , ),y y y   一的  

就证得存在惟一的隐函数:    

.0)ˆ,ˆ( yxF 由 的任意性,  这 x̂

0 0

0 0

( , ),

( , ).

x I x x

y J y y

 

 

   


   

,)( 0 JIPU 


1若记                          则定理结论  得证．   

下面再来证明上述隐函数的连续性:                   

0 0( , ) ,x x x    即 欲证上述   在  连续.    )(xf x

( ),y f x
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0 0 ,y y y y         

( , ) 0 , ( , ) 0 .F x y F x y    

类似于前面 (c) ，            使得 ,0

( , ) 0,F x y 

),( yxF y由     对     严格增，而    

( ).y f x其中

推知                     

..

x xO

y

x x

y

y

y

0y

0y

＋＋＋＋ 

－－－－ 

0P

. 

. 

图  18－2 

 足够小，使得      

,0如图 18－2 所示, 取 
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,),(),( 00   xxxx

.0),(,0),(   yxFyxF

,),(,)(   xxxyxfy

在                          上处处连续． ),( 00   xx

因此    在 连续.  由 的任意性,  便证得   x )(xf)(xf x

),(   xxx且当         时，有   

类似于前面 (d) ，由于隐函数惟一，故有           
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注1  定理 18.1 的条件 (i) ～ (iv) 仅是充分条件.  

例如：            

①                 在点          虽   ,0)0,0(,0),(
33  yFxyyxF )0,0(

.xy 不满足条件 (iv)，但仍能确定惟一的隐函数   

0)(),(
22222  yxyxyxF②                             (双纽线),  在  

点     同样不满足 )0,0(

条件 (iv); 如图18－3  

所示,  在该点无论多 
x

y

O
11

图  18－3 么小的邻域内,  确实  
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能保证隐函数有良好的性质,如后面定理 18.2.  

注3  须强调的,  定理 18.1 是一个局部性的.  

注 2  条件 (iii) 、 (iv)  不仅是定理 18.1的需要,更  

不能确定惟一的隐函数.   

  注4  在方程        中,     0),( yxF x y与     的地位是平等  

的.  当条件 (iii) 、 (iv) 改为                 连续,且   

0),( 00 yxFx

.)( ygx 

时，将存在局部的连续隐函数    

),( yxFx
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),( yxF定理 18.2 ( 隐函数可微性定理 )  设函数           满   

D足定理 18.1 中的条件 (i) ～ (iv),  在    内还存在连   

),( yxFx
0),( yxF续的               .  则由方程                      所确定的隐  

函数                在 I 内有连续的导函数，且 )(xfy 

( , )
( ) ( , ) . (2)

( , )
x

y

F x y
f x , x y I J

F x y
    

 ( 注:  其中 

0 0( , )J y y   与),( 00   xxI

示于定理18.1 的证明 (d) ). 
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( ) ( )y f x , y y f x x J .      

.0),(,0),(  yyxxFyxF

使用微分中值定理,                            使得        ,)10(  

0 ( , ) ( , )F x x y y F x y     

,, Ixxx 证  设      则                 

由条件易知 F 可微，并有                         

( , )yF x x y y y,      

( , )xF x x y y x      
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.
),(

),(

yyxxF

yyxxF

x

y

y

x















显然   也是连续函数． )(xf 

0x ,0 yyx FFf ,,因      都是连续函数,  故      时  

并有                                    

0 0

( , )
( ) lim lim

( , )

x

x x
y

F x x y yy
f x

x F x x y y

 

  

 

   

 
   

 

( , )
, ( , ) .

( , )

x

y

F x y
x y I J

F x y
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,0),(),(  yyxFyxF yx

.0)(  yFyyFFyFF yyyxyyxxx

(3) 
 



2 2

3

2
.

x y xy y xx x yy

y

F F F F F F F

F

),( yxF注1  当     存在二阶连续偏导数时，所得隐函  

数也二阶可导．应用两次复合求导法，得           

将 (2) 式代入上式，经整理后得到                             

      21
( 2 )

xx xy yy

y

y F F y F y
F
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注2  利用公式 (2) , (3) 求隐函数的极值: 









0

0

xF

F
(a)  求                      的解．  

0xFA(b)  在点  处因   ，而使 (3) 式化简为          

.
Ay

xx

A F

F
y  (4) 

0 ( 0)
A

y  或(c)  由极值判别法,  当                时, 隐函数  

                 在     取得极大值(或极小值) 
 

.~y( )y f x x
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设在以点                 为内点的某区域          上,     ),,( 0000 zyxP
3

RD

,0),,( 000 zyxF .0),,( 000 zyxFz

则存在某邻域                     在其内存在惟一的、连  ,)( 0 DPU 

续可微的隐函数       ，且有 ),( yxfz 

注3  由方程                                                

0),,( zyxF (5) 

),( yxfz 确定隐函数     的相关定理简述如下：    

F 的所有一阶偏导数都连续，并满足                 
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0),,,,( 21 yxxxF n

, .
yx

x y
z z

FFz z
f f

x F y F

 
     
 

(6) 

更一般地，我们可以理解由方程                                

n确定      元隐函数 的相关定理,  见教材下册  

p.149 上的定理18.3 .          
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各点处都能确定局部的隐函数    ． )(xfy 

例1  讨论笛卡儿叶形线(图18－4)   

)0(3
33  aaxyyx (7) 

)(xfy 所确定的隐函数        的存在  

性，并求其一阶、二阶导数．  

.3),(
33

axyyxyxF 解  令   

0)(3
2  xayFy先求出在曲线 (7) 上使   的点为   

)2,4(,)0,0(
33

aaBO  . 除此两点外,  方程 (7) 在其他  

图 18－4 

四、隐函数求导数举例    
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然后再算出:                 

.
)(3

)(3
2

2

2

2

xay

xya

xay

yax

F

F
y

y

x











2 2 2
54 ( ) ,y xxF F x y ax 

为了使用公式 (3) ,  先算出:                   

由公式 (2) 求得                                                 

2 2
2 54 ( )( ) ,x y x yF F F a y ax x a y   

2 2 2
54 ( ) .x y yF F y x a y 
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3

2 3

2
.

( )

a x y

y ax
 



2 2

3

2 x y x y y xx x y y

y

F F F F F F F
y

F

 
 

2 2 2 2 2 2

2 3

54[ ( )( ) ( ) ( ) ]

27( )

a y ax x a y x y ax y x a y

y ax

      




2 2 3 3 3

2 3

2[ 3 ( )]

( )

ax y x y x y a

y ax

    




2 2 3

2 3

2[ 3 (3 )]

( )

ax y x y ax y a

y ax
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平切线和垂直切线． 

0y类似于例1 的方法,  求出曲线上使      的点为       

.)4,2( 33 aaA 在几何上，它是两条曲线     

0),( yxF 0),( yxFx和 

,0
2

4
|

3


a
y A的交点 (见图).  容易验证     所以    

)(xfy  A 3 4 .a隐函数    在点     取得极大值      

A B以上讨论同时说明,  该曲线在点  和  分别有水      

例2  试求由方程                                      所确定的隐       3 2 3
0xyz x y z   

函数                    在点                处的全微分．   (0,1,1)P( , )z f x y
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解 设                                      

3 2 3
( , , ) .F x y z xyz x y z   

由于                                                    上处处连续,  而    3
(0,1,1) 0, , , Rx y zF F F F 在

2
(0,1,1) (3 1) 1 0,z PF xyz    

因此在点 P 附近能惟一地确定连续可微的隐函数    

( , );z z x y 且可求得它的偏导数如下：           
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.
31

3
,

31

2
2

23

2

3

zyx

yzx

F

F

y

z

zyx

xzy

F

F

x

z

z

y

z

x



















以                              代入,  便得到                    ( , , ) (0,1,1)x y z 

1, 3,x P y Pz z  d d 3d .Pz x y 

例3  用隐函数方法处理反函数的存在性及其导数.    

解  设        在   的某邻域内有连续的导函数  )(xfy  0x

,)(xf  且       现在来考察方程     0 0( ) .f x y
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由于     ,)(),(,1,0),( 00000 xfyxFFyxF xy


因此只要       就能满足隐函数定理的所有    ,0)( 0  xf

条件,  由方程 (8) 便能确定连续可微的隐函数   

.0)(),(  xfyyxF (8) 

.)(,)( 0yUyygx 

因它满足                                                  故它就是     ,0))(())(,(  ygfyygyF

)(xfy  的反函数.  应用隐函数求导公式,  可得    

.
)(

1

)(

1
)(

xfxfF

F

y

x
yg

x

y







d
d
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1 2

1 2 1 2

, .x y

F F
z z

F F F F
 

 

,  故将此两式相加便得所需结果.  xy yxz z

( , )z z x y ( , ) 0F x z y z  例 4   设                    是由方程    

所确定的隐函数,  其中 F 具有连续的二阶偏导数,    

2 0.xx x y y yz z z  试证:   

1 2 1 2, , ( ),x y zF F F F F F F    证  易知                                                            于是有    

1,x yz z 由此得到                       再分别对 x 与 y 求偏导数,     

0, 0.xx yx xy yyz z z z   又得                                                因在假设条件下,  
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                           §2   隐 函 数 组 

         隐函数组的存在性、连续性与可微性是函
数方程组求解问题的理论基础. 利用隐函数组
的一般思想, 又可进而讨论反函数组与坐标变
换等特殊问题.  

一、隐函数组概念  

二、隐函数组定理  

三、反函数组与坐标变换    
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一、隐函数组概念  

设有一组方程      

( , , , ) 0,
(1)

( , , , ) 0,

F x y u v

G x y u v






则称由 (1) 确定了隐函数组  

之对应,  能使 ( , , , ) , (1),x y u v V 且满足方程组

其中              定义在                若存在      
2

, R ,D E 4
R .V F G与

使得对于任给的  ( , ) ,x y D ( )u, v E 与有惟一的 
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( , ),
( , ) , ( , ) ,

( , ),

u u x y
x y D u v E

v v x y


 



并有                                                                   

( , , ( , ), ( , )) 0,
( , ) .

( , , ( , ), ( , )) 0,

F x y u x y v x y
x y D

G x y u x y v x y






关于隐函数组的一般情形 ( 含有 m + n 个变量的   

m 个方程所确定的 n 个隐函数 )，以后详细讨论．  
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首先来看看,  若由方程组 (1) 能确定两个可微的隐  

函数                                           ,  则函数   ( , ) ( , )u u x y v v x y 与 GF、 应满   

足何种条件呢?                                   

不妨先设          都可微,  由复合求导法,  通过对 (1) GF、

分别求关于 x 与关于 y 的偏导数,  得到                  

0,
(2)

0;

x u x v x

x u x v x

F F u F v

G G u G v

  


  

0,
(3)

0 .

y u y v y

y u y v y

F F u F v

G G u G v
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能由 (2) 与 (3) 惟一解出          的充要    ),(),( yyxx vuvu 与

条件是雅可比 ( Jacobi ) 行列式不等于零，即                  

def
0 . (4

,
)

( )

( , )

u v

u v

F FF G
J

G Gu v


 



由此可见，只要    具有连续的一阶偏导数，且   GF、

其中                             是满足 (1) 的某一    ,0
0


P
J

0 0 0 0 0( , , , )P x y u v

初始点,  则由保号性定理，    使得在此邻域    ,)( 0PU

内 (4)式成立．                                             

根据以上分析,  便有下述隐函数组定理. 
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定理 18.4 ( 隐函数组定理 ) 设方程组 (1) 中的函数  

F 与 G 满足下列条件：              

(i)  在以点                          为内点的某区域       ),,,( 00000 vuyxP 4
RV 

上连续；              

(ii)                                (初始条件);                   0)()( 00  PGPF

(iii)  在 V 内存在连续的一阶偏导数；          

(iv) .0
),(

),(

0
0







P
P

vu

GF
J

二、隐函数组定理   
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,)(),(!,)(),( 00 WUvuQUyx 

即有          








;)(),(,)(),(

,),(

,),(
00 WUvuQUyx

yxvv

yxuu

( , , ( , ), ( , )) 0,

( , , ( , ), ( , )) 0,

F x y u x y v x y

G x y u x y v x y





.)(),( 0QUyx 

则有如下结论成立：                                    

且满足               0 0 0 0 0 0( , ), ( , )u u x y v v x y  以及


1 必定存在邻域                          ,)()()( 000 VWUQUPU  其中     

0 0 0 0 0 0( , ), ( , ),Q x y W u v  使得          
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2 ( , ), ( , )u x y v x y 在            上连续.                 0( )U Q

3 ( , ), ( , )u x y v x y 在            上存在一阶连续偏导   0( )U Q

数,  且有                           

1 ( , )
,

( , )

1 ( , )
.

( , )

v F G

x J u x

v F G

y J u y

 
   


   

  

1 ( , )
,

( , )

1 ( , )
;

( , )

u F G

x J x v

u F G

y J y v

 
   


   

  

 第二十三章有一般隐函数定理及其证明.  
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例1  设有方程组                                

2

2 2

4 0 ,
(5)

5 0.

xy yz

x y yz z

  


   

2

2 2

4 ,( , , )

5( , , ) ,

xy yzF x y z

x y yz zG x y z

  


  

0(1, 2,1)P 试讨论在点                   的近旁能确定怎样的隐函    

0P数组？并计算各隐函数在点     处的导数.                   

0P解  易知点     满足方程组 (5) .  设                    
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它们在   上有连续的各阶偏导数.  再考察    
3

R ,F G

00

2

2

2

2 2

x y z

PPx y z

F F F y x z yz

G G G xy x z y z

   
   
      

2 2 4
.

4 2 4

  
  

  

0P在点      关于所有变量的雅可比矩阵                        

0

2 2( , )
4 0,

( , ) 4 2P

F G

x y


  

 

由于 
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0

4 2( , )
8 0,

( , ) 4 4P

F G

z x

 
  

  

0

2 4( , )
0 ,

( , ) 2 4P

F G

y z


 

 

( ), ( ),

( ), ( ) ;

x x z z z y

y y z x x y

  
 

  
与

0P因此由隐函数组定理可知,  在点      近旁可以惟一    

地确定隐函数组:                          

但不能肯定  y , z 可否作为 x 的两个隐函数.                   
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0 0

d 0( , ) ( , )
0,

( , )d 4( , )P P

x F G F G

z yz x y

  
       

0 0

d ( 8)( , ) ( , )
2 ;

( , )d 4( , )P P

y F G F G

x zz x y

   
       








0 0

d 4 1( , ) ( , )
,

( , )d 8 2( , )P P

z F G F G

y xy z x

  
      

0 0

d 0( , ) ( , )
0 .

( , )d 8( , )P P

x F G F G

z yy z x

  
      








3 0P运用定理 18.4 的结论    ,  可求得隐函数在点     处   

的导数值:                
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例 2  设函数                             具有连续的偏导数,     ( , ), ( , )f x y g x y

2
( , ) , ( , ) 0u f ux v y g u x v y   

1 2 1 2

2
1 2 1 2

1
.

2

x y u v

x y u v

F F F F u f f x f f

G G G G g v g g v yg

      
   

     

( , ) ( , )u u x y v v x y 与 是由方程组     

, .
u v

x y

 

 
所确定的隐函数组.  试求    

2
( , ) , ( , ) ,F u f ux v y G g u x v y    解  设                                                                 则有    
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由此计算所需之雅可比行列式:               

1 2
2 1 2 2 1

1 2

1
2 2 ,

2
uv

x f f
J v yg xyvf g f g

g v yg

 
   

1 2
1 2 2 1

1 2

2 ,
2

xv

u f f
J yuvf g f g

g v yg

 
   



1 2 2 2
2 1 2 2 12

1 2

1
.uy

x f f
J v g xv f g f g

g v g

 
   

于是求得              
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1 2 2 1

2 1 2 2 1

2
,

2 2

xv

uv

J yuvf g f gu

x J yvg xyvf g f g


  

  

2 2
1 2 2 1 2

2 1 2 2 1

.
2 2

uy

uv

J xv f g f g v gv

y J yvg xyvf g f g
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三、反函数组与坐标变换  

设有一函数组       

2
( , ) , ( , ) , ( , ) ( R ), (6)u u x y v v x y x y B   

它确定了一个映射 ( 或变换 ) :                       

( ), ;Q T P P B  B写成点函数形式,  即为                              并记    的    

( ) .B T B 象集为                    现在的问题是:  函数组 (6) 满足    

T
1
?T

何种条件时,      存在逆变换           即存在        

( , ) ( , ) .P x y Q u v

2
: R ,T B 
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( , ) ( , )Q u v P x y

1
( ( ), ) ,P T Q Q B

  或

1
: ,T B B

  

亦即存在一个函数组           

( , ), ( , ), ( , ) , (7)x x u v y y u v u v B  

( ( , ), ( , )) , ( ( , ), ( , )) .u u x u v y u v v v x u v y u v 

使得满足                  

这样的函数组 (7) 称为函数组 (6) 的反函数组.  它   

的存在性问题可化为隐函数组的相应问题来处理.   
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为此,  首先把方程组 (6) 改写为                      

( , , , ) ( , ) 0,
(8)

( , , , ) ( , ) 0.

F x y u v u u x y

G x y u v v v x y

  


  

然后将定理 18. 4 应用于 (8) ,  即得下述定理.        

定理 18. 5 (反函数组定理)  设 (6) 中函数在某区域   

0

0 0 0 0 0 0

( , )
( , ), ( , ) , 0 .

( , ) P

u v
u u x y v v x y

x y


  



2
RD  0 0 0( , )P x y D上具有连续的一阶偏导数,                  是   

的内点,  且                       
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则在点                   的某邻域             内,  存在惟一   0 0 0( , )P u v
0( )U P 

0 0 0 0 0 0( , ), ( , );x x u v y y u v 

( ( , ), ( , )) , ( ( , ), ( , )) .u u x u v y u v v v x u v y u v 

此外,  反函数组 (7) 在             内存在连续的一阶   
0( )U P 

( , ) ( , )
,

( , ) ( , )
x y

F G u v
J

x y x y

 
 
 

的一组反函数 (7) ,  使得  

0( ( , ), ( , ) ) ( ) ;x u v y u v U P

偏导数;  若记  



返回 后页 前页 

则有  

( , ) ( , )

( , ) ( , )

11
,

0

y y

x y x yy

x F G F G

u y x yu

u v

J Jv

  
 

 


  



同理又有  

,
y

x y

ux

v J


 


, .x x

x y x y

v uy y

u J v J

 
  

 

(9)
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由 (9) 式进一步看到:                                

2

( , ) 1

( , )

y y

x xx y

v ux y

u v v uJ




 

此式表示:  互为反函数组的 (6) 与 (7) ,  它们的雅    

可比行列式互为倒数,   这和以前熟知的反函数求    

导公式相类似.  于是可把一元函数的导数和函数 

组 (6) 的雅可比行列式看作对应物.                         

2 2

( , )
1 .

( , )

x y y x x y

x y x y

u v u v J u v

x yJ J
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: cos , sin .T x r y r  

例3  平面上点的直角坐标           与极坐标           之   ( , )r ( , )x y

间的坐标变换为                  

试讨论它的逆变换.                            

cos sin( , )
,

( , ) sin cos

rx y
r

r r

 

  


 



解  由于        

因此除原点 (r = 0) 外,  在其余一切点处,  T 存在      

1
:T

逆变换   
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arctan , 0,

arctan , 0 ,

y
x

x

y
x

x






 
   


arccot , 0,

arccot , 0.

x
y

y

x
y

y







 
   


或

2 2
,r x y 
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例4  空间直角坐标              与球坐标               之间   ( , , )x y z ( , , )  

sin cos ,

: sin sin ,

cos .

x

T y

z

  

  

 





 

sin cos cos cos sin sin
( , , )

sin sin cos sin sin cos
( , , )

cos sin 0

x y z
       

       
  

  









的坐标变换为 ( 见图18－5 )     

2
sin , 




( , , )x y z

x

y

z

O




图 18－5 由于    
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2 2 2
, arccos , arctan .

z y
x y z

x
      

2 2
2

2 2
( 0), (10)a a

x t

  
 

 

2
sin 0  因此在                     ( 即除去 Oz 轴上的一切点 ) 时,    

T
1
:T


存在逆变换        

例5  设             二元连续可微函数, 对 ( , )x t

                                        试把 弦振动方程     : ,T u x at v x at   

  变成以u,v 为自变量的种形  
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( , )
1, , 2 0,

( , )
x x t t

u v
u v u v a a

x t


       



d d d d d , d d d .x tu u x u t x a t v x a t     

d = d + d = ( ) d ( ) d ,u v u v u vu v x + a t       

解  据题意,  是要把方程 (10) 变换成以 u, v 作为自   

变量的形式.  现在按此目标计算如下:  首先有       

故 T 的逆变换存在,  而且又有                

依据一阶微分形式不变性,  得到                 

并由此推知                                           
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, ( ) .x u v t u va        

( ) ( )xx u v x u v xu v
u v

    
 

   
 

( ) ( )t t u v t u v ta u a v
u v

    
 

   
 

xx t t继续求以 u, v 为自变量的       与       的表达式:       

最后得到以 u, v 为自变量的 微分方程为                   
2

2 2
4 0, 0.xx tt uva a

u v


  


   

 
即

2
( 2 ) .uu uv vva     

2 ,uu vu uv vv uu uv vv            
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§3    几 何 应 用 

            在本节中所讨论的曲线和曲面,  由于它们 

的方程是以隐函数(组)的形式出现的,  因此 在
求它们的切线或切平面时,  都要用到隐函 数
(组)的微分法.              

一、平面曲线的切线与法线   

 二、空间曲线的切线与法平面   

三、曲面的切平面与法线      



返回 后页 前页 

一、平面曲线的切线与法线    

曲线 L ：  ( , ) 0;F x y 

( ) ( ( ) ) ;y y x x x y 或

     0 0 0 0( ) ( ) ( )x yy y F P F P x x

0 0 0( , )P x y L为 0P在条件：                         上一点,           近旁,  F 满足    

隐函数定理条件,  可确定可微的隐函数:              

处的切线：   0L P在

      0 0 0 0( ) ( ) ( ) .y xx x F P F P y y或



返回 后页 前页 

总之,  当   0 0( ( ), ( ) ) (0, 0) ,x yF P F P  时 就有

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

: ( ( ), ( ) );

: ( )( ) ( )( ) 0; (1)

: ( )( ) ( )( ) 0 .

x y

x y

y x

n F P F P

F P x x F P y y

F P x x F P y y





    


    

法向量

切线方程

法线方程

例1  求笛卡儿叶形线     

3 3
2( ) 9 0x y x y  

0(2,1)P在点              处的切线与法线.                     

3 3
( , ) 2( ) 9 .F x y x y x y  解  设                                                由§1 例 2 的讨    

论                                              近旁满足隐函数定理    0( 3 ),2a F P这里 在点
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的条件.  容易算出             

0 0( ( ), ( ) ) (15, 12),x yF P F P  

于是所求的切线与法线分别为                   

15( 2) 12( 1) 0, 5 4 6 0;

12( 2) 15( 1) 0, 4 5 13 0 .

x y x y

x y x y

      

      

即

即
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2 2
: 2 2 2 0,L Ax Bxy Cy Dx Ey F     

0 0 0 0( )Ax x B y x x y Cy y  

0 0( ) ( ) 0 .D x x E y y F     

0 0 0

0 0 0

( ) 2 2 2 ,

( ) 2 2 2 .

x

y

G P Ax By D

G P Bx Cy E

  


  
则有

例2  设一般二次曲线为         

0 0 0( , ) .P x y L 0P试证 L 在点     处的切线方程为    

2 2
( , ) 2 2 2 ,G x y Ax Bxy Cy Dx Ey F     令证  
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0 0 0( )( )Ax By D x x  

0 0 0( )( ) 0,Bx Cy E y y    

0 0 0 0( )Ax x B y x x y Cy y  

0 0( ) ( ) 0 .D x x E y y F     

2 2
0 0 0 0 0 0( 2 2 2 ),F Ax Bx y Cy Dx Ey     

由此得到所求切线为                   

利用              满足曲线 L 的方程,  即                     0 0( , )x y

整理后便得到           
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二、空间曲线的切线与法平面  

( ), ( ), ,x x t y y t t    

0 0 0
0 0

0 0 0

( )
( ), .

( ) ( ) ( )

y t x x y y
y y x x

x t x t y t

  
   

  
或

先从参数方程表示的曲线开始讨论.                    

在第五章§3 已学过,  对于平面曲线 

0 0 0 0 0( , ) ( ( ), ( ))P x y x t y t若                                            是其上一点,  则曲线    

0P在点      处的切线为                     

下面讨论空间曲线.   
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(A) 用参数方程表示的空间曲线:                      

: ( ), ( ), ( ), .L x x t y y t z z t t     

0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( ( ), ( ), ( )) ,P x y z x t y t z t L 若 且有

0 0 0

0 0 0

: . (2)
( ) ( ) ( )

x x y y z z

x t y t z t


  
 

  

2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( ) 0,x t y t z t    

0P类似于平面曲线的情形,  不难求得     处的切线为    

0P  过点     且垂直于切线     的平面      ,  称为曲线 L   

在点     处的法平面 (见图18－7).                  0P
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0 0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( )( ) 0. (3)x t x x y t y y z t z z       

( , , ) 0,
: (4)

( , , ) 0.

F x y z
L

G x y z






因为切线    的方向向量即为   

法平面      的法向量,  所以法   

平面的方程为                         

(B) 用直角坐标方程表示的空间曲线：             

设                                                   近旁具有连续的     0 0 0 0 0( , , ) ; ,P x y z L F G P在点

一阶偏导数,  且                       

 图 18－7  
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0

( , , ) ( 0,0,0),x y yz zx P
J J J 

( , ) ( , ) ( , )
, , .

( , ) ( , ) ( , )
x y yz z x

F G F G F G
J J J

x y y z z x

  
  
  

其中

( ), ( ), .x x z y y z z z  

0( ) 0,x yJ P 不妨设                      于是存在隐函数组                     

这也就是曲线 L 以 z 作为参数的一个参数方程.     

根据公式 (2),  所求切线方程为                         

0 0 0

0 0

: .
( ) ( ) 1

x x y y z z

x z y z
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应用隐函数组求导公式,  有                                      

0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) .

z y x y

xz x y

x z J P J P

y z J P J P

  

  

于是最后求得切线方程为                                         

0 0 0

0 0 0

: . (5)
( ) ( ) ( )yz z x x y

x x y y z z

J P J P J P


  
 

相应于 (3) 式的法平面方程则为                            

0 0 0 0: ( )( ) ( )( )yz zxJ P x x J P y y   

0 0( )( ) 0 . (6)x yJ P z z  
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2 2 2 2 2 2
: 50,L x y z x y z    

2 2 2

2 2 2

( , , ) 50,

( , , ) .

F x y z x y z

G x y z x y z

   

  

例3  求曲线                               

0(3,4,5)P在点                 处的切线与法平面.                       

解  曲线 L 是一球面与一圆锥面的交线.  令           

根据公式 (5) 与 (6),  需先求出切向向量.  为此计算   

0PF, G 在点      处的雅可比矩阵:                            
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0 0

6 8 10
2 .

6 8 10

x y z

P Px y z

F F F x y z

G G G x y z

     
      

      

由此得到所需的雅可比行列式:          

0

8 10
( ) 160,

8 10
yzJ P   



0

6 8
( ) 0,

6 8
x yJ P  

0

10 6
( ) 120.

10 6
z xJ P  
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( 160, 120, 0) ( 4, 3, 0), ∥  

故切向向量为                           

据此求得                            

3 4
, 3 4 25 0,

4 3:
5;

5 0,

x y
x y

z
z

 
   

 
  

切线 即

: 4( 3) 3( 4) 0 ( 5) 0,

4 3 0 ( ) .

x y z

x y z

       

  

法平面

即 平行于 轴
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 三、曲面的切平面与法线    

0 0 0 0 0( )( ) ( )( ).x yz z f P x x f P y y    

( , , ) 0 (7)F x y z 

以前知道,  当  f  为可微函数时,  曲面 z = f ( x , y )    

0 0 0 0( , , )P x y z在点                        处的切平面为           

S现在的新问题是:  曲面    由方程               

0 0 0 0 0( , , ) , ( , , )P x y z S F x y z P 在给出.  若点                                                           近旁   

具有连续的一阶偏导数,  而且                                    

0 0 0( ( ), ( ), ( )) (0,0,0), (8)x y zF P F P F P 
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00
0 0

0 0

( )( )
( ) , ( ) ,

( ) ( )

yx
x y

z z

F PF P
f P f P

F P F P
   

00
0 0 0

0 0

( )( )
( ) ( ) .

( ) ( )

yx

z z

F PF P
z z x x y y

F P F P
     

0( ) 0,zF P  0P不妨设                     则由方程 (7) 在点      近旁惟一    

( , ).z f x y地确定了连续可微的隐函数     

因为                                                                  

S 0P所以     在      处的切平面为                                    

又因 (8) 式中非零元素的不指定性,  故切平面方程    
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一般应写成                                                                

0 0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( )( ) 0.

(9)

x y zF P x x F P y y F P z z     

随之又得到所求的法线方程为           

0 0 0

0 0 0

. (10)
( ) ( ) ( )x y z

x x y y z z

F P F P F P
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                            §4   条 件 极值  

             条件极值问题的特点是: 极值点的搜索范

围要受到各自不同条件的限制. 解决这类极值

问题的方法叫做拉格朗日乘数法.条件极值问

题的实际应用非常广泛,而且还能用来证明或

建立不等式. 

一、问题引入        

二、拉格朗日乘数法    

三、应用举例   
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一、问 题 引 入    

很多极值问题,  目标函数的自变量不能在其定义 

域上自由变化,  而是要受到某些条件的约束. 

要设计一个容积为 V  的长方形无盖水箱,  试问长、 

宽、高各等于多少时,  可使得表面积达到最小?  

若设长、宽、高各等于 x,  y,  z,  则                      

2 ( ) ;S z x y xy  目标函数:      

.x yz V约束条件:    
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例1  设曲线                                            求此曲线上   
2 2

, 1.z x y x y z    

1 2 1 2( , , , ), ( , , , ) R ;
n

n ny f x x x x x x D  

的点到原点距离之最大、最小值.   对此问题有      

2 2 2
;u x y z  目标函数:   

2 2
, 1.z x y x y z    约束条件:   

还可举出很多这种带有约束条件的极值问题.         

定义  设目标函数为                                              

约束条件为如下一组方程:                                      
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1 2( , , , ) 0, 1, 2, , ( ).: k nx x x k m m n   

为简便起见,  记                                  并设                 1 2( , , , ),nP x x x

{ | , ( ) 0, 1, 2, , }.kP P D P k m    

0 0( ) ( ) , ( ; ) ( ),f P f P P U P P       或

0 , 0,P   使得 若存在   

0( )f P ( )f P 则称            是          在约束条件     之下的极小值    

0P(或最小值) ,  称     是相应的极小值点 (或最小值   

点).  类似地又可定义条件极大 (或最大) 值.            
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引入辅助函数           

1 2 1 2
1

( , , , ) ( , , , ). (1)
m

n k k n
k

f x x x x x x 


  

称此函数为拉格朗日函数,  其中                        称    1 2, , , m  

为拉格朗日乘数.                    

kf 与定理 18.6  设上述条件极值问题中的函数     

在区域 D上有连续一阶偏导数.  若    ( 1,2, , )k m

1 2 1 2( , , , , , , , )n mL x x x   

二、拉格朗日乘数法   
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0

1 1

1

1

rank ,

n

m m

Pn

x x

m

x x

 

 

  
  
 

 
 
 
 
   

(0) (0) (0)
0 1 2( , , , )nP x x xD 的内点                                        是该条件极值问  

题的极值点,  且 

(0) (0) (0)
1 2( , , , ,nx x x

(0) (0) (0)
1 2, , , )m  

(0) (0) (0)
1 2, , , ,m  则存在 m 个常数                                     使得            
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个方程的解:                                                                 

1

1 2

0, 1,2, , ;

( , , , ) 0, 1,2, , .

m
k

k
ki i i

nk
k

L f
i n

x x x

L
x x x k m









  
   

  


   
 



说明    对于 n = 2, m = 1 的情形,  已在前面作了说   

明;  对一般情形的证明,  将放到二十三章的定理    

23.19  中去进行.                   

为拉格朗日函数 (3) 的稳定点,  即它是如下    n m
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三、应 用 举 例    

定理 18.6 指出的方法称为拉格朗日乘数法.  下面   

用这种方法先来求解本节开头给出的两个例题.     

例1  解  此例以往的解法是从条件式解出显函数,    

例如                 代入目标函数后,  转而求解              ,
V

z
x y



2
( )

V
S x y x y

x y
  

的普通极值问题.  可是这样做并不总是方便的,  而   

且往往无法将条件式作显化处理,  更不用说多个条  
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件式的情形了.  现在的新办法是设辅助函数 

2( ) ( ),L xz yz xy xyz V    

2 0,

2 0,

2( ) 0,

0.

x

y

z

L z y yz

L z x xz

L x y x y

L x yz V







   


   


   
   

并求解以下方程组:                           

为消去    ,  将前三式分别乘以 x , y , z ,  则得             
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2 ,

2 ,

2 ( ) .

xz x y x yz

yz x y x yz

z x y x yz







  


  
   

33
3 2

2 , .
2 2

Vx
V x V y z    

两两相减后立即得出                     再代入第四式,    2 ,x y z 

便求得                                                              

注   由以上结果还可以得到一个不等式 ( 这是获得  

不等式的一种好方法 ).  那就是具体算出目标函数   
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(表面积) 的最小值:                 

3
32 23 3 3

min

2
2 ( 2 2 ) ( 2 ) 3 4 ,

2

V
S V V V V    

去 V 后便得不等式                                                            

3 2
2 ( ) 3 4( ) , 0, 0, 0.z x y x y x yz x y z     

例2  解  这里有两个条件式,  需要引入两个拉格朗   

日常数;  而且为了方便计算,  把目标函数改取距离   

于是有                                            其中                 消   
3 2

2 ( ) 3 4 ,z x y xy V   .V x yz
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的平方 (这是等价的),  即设                                      

2 2 2 2 2
( ) ( 1).L x y z x y z x y z          

2 2

2 2 0,

2 2 0, 2( )

2 0, 2( )

2 .0,

1 0.

x

y

z

L x x

L y y x x

L z y y

zL x y z

L x y z





 

  

  



   


     
 

       
       
     

求解以下方程组:                                              

由此又得                                                 再代入条件  (1 )( ) 0 .x y x y    
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式,  继而求得:  ( 这里              否则将无解 )        1,  

2
22

2 2 1 0,
1 2

z x
x x

z x


   

  

1 3
,

2

1 ( 1 3 ) 2 3 .

x y

z

 
 

 
     


最后得到                                                                         

2
2 2 2 22( 1 3 )

( 2 3 )
4

x y z
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1
(1 2 3 3) 4 4 3 3 9 5 3 ,

2

1
(1 2 3 3) 4 4 3 3 9 5 3.

2


      

 
       


故原点至已知曲线上点的最小距离与最大距离分   

别为                                                                               

min max9 5 3 , 9 5 3 .d d   

例3  已知圆柱面                                               

2 2 2
1 0 , (2)x y z x y yz zx      
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它与平面                        相交得一椭圆,  试求此椭   0x y z  

圆的面积.                                                                     

分析 (i)  如果能求得该椭圆的长、短半轴 a 与 b,    

则椭圆面积为                                                         ;ab

(ii)  由方程 (4) 看到,  此圆柱面关于坐标原点是对   

称的,   故此圆柱面的中心轴是通过坐标原点的某   

一直线;                                                                         

(iii)  因为所给平面也是通过坐标原点的,  所以此    

平面上的椭圆截线必以坐标原点为其中心点.         
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解  由以上分析,  自原点至椭圆上任意点 ( x, y, z )   

的距离                                之最大、小值，就是该   2 2 2
d x y z  

椭圆的长、短半轴.  ( 说明:  本例的题型与例2 相   

类似,  但在具体计算策略上将有较大差异. )    

设拉格朗日函数为                                               

2 2 2
( 1),x y z x y yz zx      

并令 

2 2 2
( )L x y z x y z     
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2 2 2

2 (2 ) 0, (3)

2 (2 ) 0, (4)

2 (2 ) 0, (5)

0, (6)

( 1) 0. (7)

x

y

z

L x x y z

L y y z x

L z z x y

L x y z

L x y z x y yz zx





 

 

 

      


     


     


   

         

对 (3), (4), (5) 三式分别乘以 x,  y,  z 后相加,  得到  

2 2 2
2 ( ) 0,x y z x y yz zx      

2 2 2
2( ) ( )x y z x y z    
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借助 (6), (7) 两式进行化简,  又得 

2 2 2 2
.d x y z    

这说明      的极值就是这里的     ( 即    的极值就是   2
d d

 .),  问题便转而去计算     为此先从 (3)－(5) 式   

,消去       得到一个线性方程组:    

(2 ) 2 (2 ) 0,

2 (2 ) (2 ) 0,

0.

x y z

x y z

x y z

  

  

    


    
   

它有非零解 ( x, y, z ) 的充要条件是 
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2

2 2 2

2 2 2 3 20 12 0,

1 1 1

  

    

 

      



由前面讨论知道,  方程 (8) 的两个根             就是   1 2, 

1 2 2 .S ab       

2 2
1 2; 4 ,a b   与 而2

d 的最大、小值,  即                                      于是   

2 20
4 0 . (8)

3
   即
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