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第十章

一元函数积分学

多元函数积分学

重积分

曲线积分

曲面积分

重 积 分



三、二重积分的性质

第一节

一、引例

二、二重积分的定义

二重积分的概念与性质



解法: 类似定积分解决问题的思想:

一、引例

1.曲顶柱体的体积

给定曲顶柱体:

0),(  yxfz

底： xoy 面上的闭区域 D

顶: 连续曲面

侧面：以 D 的边界为准线 , 母线平行于 z 轴的柱面

求其体积.

“分割，近似代替，求和，取极限”

D

),( yxfz 



D

),( yxfz 
1)“分割”

用任意曲线网分D为 n 个区域

n  ,,, 21 
以它们为底把曲顶柱体分为 n 个

2)“近似代替”
在每个 k ,),( kk 

3)“求和”
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小曲顶柱体
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4)“取极限”
的直径为定义 k
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2. 平面薄片的质量

有一个平面薄片, 在 xoy 平面上占有区域 D ,
,),( Cyx  计算该薄片的质量 M .度为

),(),( 常数若  yx 设D 的面积为 , 则
 M

若 ),( yx 非常数 , 用

其面密

“分割，近似代替，求和，取极限”
解决.
1)“分割”
用任意曲线网分D 为 n 个小区域 ,,,, 21 n  
相应把薄片也分为小区域 .
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2)“近似代替”
中任取一点k在每个 ),,( kk 

3)“求和”
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则第 k 小块的质量
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两个问题的共性：

(1) 解决问题的步骤相同

(2) 所求量的结构式相同

“大化小, 常代变, 近似和,取极限”
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曲顶柱体体积: 

平面薄片的质量: 



二、二重积分的定义及可积性

定义: ),( yxf设

将区域 D 任意分成 n 个小区域 ),,,2,1( nkk 
任取一点 ,),( kkk   若存在一个常数 I , 使
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可积 , ),( yxf则称

D
yxf d),(

),( yxfI为称 在D上的二重积分.

称为积分变量yx ,
积分和

D yxf d),(

积分域 被积函数

积分表达式

面积元素

记作

是定义在有界区域 D上的有界函数 , 




D

yxfV d),(
引例1中曲顶柱体体积:


D

yxM  d),(
引例2中平面薄板的质量:

如果
 

在D上可积,),( yxf

也常d
,dd yx 二重积分记作

.dd),(D yxyxf

,kkk yx 这时分区域D , 因此面积元素

可用平行坐标轴的直线来划

记作
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D

yxyx dd),(



二重积分的几何意义

( , )d d
D

f x y x y
( , ) 0,f x y 

表示曲顶柱体的体积( , ) 0,f x y 

表示曲顶柱体体积的
负值

),( yxf 有正有负，表示曲顶柱体体
积的代数和



三、二重积分的性质

D yxfk d),(.1 ( k 为常数)

 
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yxgyxf d)],(),([.2

,1),(.4 yxfD上若在

 
DD

 dd1

为D 的面积, 则
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 的可加性



特别,  由于 ),(),(),( yxfyxfyxf 

D yxf d),(

则

D yxf d),( 
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5. 若在D上 ),( yxf ,),( yx
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6. 设 ),,(min),,(max yxfmyxfM
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 D 的面积为 ,

 Myxfm
D
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例. 设D 是第二象限的一个有界闭域 , 且 0 < y <1, 则
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7.(二重积分的中值定理) ),( yxf设函数

,),( D

 ),(),( fdyxf
D 

证: 由性质6 可知,
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由连续函数介值定理, 至少有一点 D),( 
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为D 的面积 ,则至少存在一点 使

使

连续,

因此



x

y

o D

8. 设函数 ),( yxf

D 位于 x 轴上方的部分为D1 , 

),,(),()1( yxfyxf 
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在闭区域上连续, 域D 关于x 轴对称,

则

则



当区域关于 y 轴对称, 函数关于变量 x 有奇偶性时, 仍

有类似结果.

在第一象限部分, 则有1:, 22
1  yxDD 为圆域如
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被积函数相同, 且非负, 

思考与练习
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解: 321 ,, III

由它们的积分域范围可知
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1. 比较下列积分值的大小关系:



一、利用直角坐标计算二重积分

第二节 二重积分的计算法

二、利用极坐标计算二重积分



:D设 ,bxa  )()( 21 xyx  
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)()( 21 xx  、 连续在 ],[ ba

一、利用直角坐标计算二重积分

X型区域
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X型区域的特点：

穿过区域D的内部且平行于Y轴的直线与D的边
 界相交不多于两点.




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dxdyyxf ),(下面用几何观点来讨论
 

的计算，

( , ) 0.f x y 并假定
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:D设 ),()( 21 xyx   bxa 
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:D若 ),()( 21 yxy   dyc 
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Y型区域

Y型区域的特点：

穿过区域D的内部且平行于X轴的直线与D的边
 界相交不多于两点.
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说明: (1) 若积分区域既是X型区域又是Y 型区域 ,

D yxyxf dd),(

为计算方便,可选择积分序, 必要时还可以交换积分序.
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例1. 计算 ,d
D

yxI  其中D 是直线 y＝1, x＝2, 及

y＝x 所围的闭区域.

x

解法1. 将D看作X–型区域, 则


:D

I 
2

1
d x yyx d 

2

1
d                x

  
2

1 2
13

2
1 dxxx

8
9

 
1

2
2
1 x

yx

解法2. 将D看作Y–型区域, 则
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例2. 计算 ,dD yx  其中D 是抛物线 xy 2

所围成的闭区域. 

解: 为计算简便, 先对 x 后对 y 积分,
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例3. 计算 ,ddsin
D yx

x
x

其中D 是直线 ,0,  yxy

所围成的闭区域.
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解: 由被积函数可知,
因此取D 为X – 型域 :
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先对 x 积分不行, 

说明: 有些二次积分为了积分方便, 还需交换积分顺序.
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练习    改变积分 
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解 积分区域如图



),( yxf设 上可积在D
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 siny


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f ,cos(  )sin  dd

二、利用极坐标计算二重积分

dxdy d d  
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特别, 对
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:
0 2

D
  
 

 
  

( cos , sin ) d d
D

f       
( )

0
( cos , sin ) df

 
     
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0
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o
D

如积分区域为圆形、扇形、圆环
 

等,且

注：
 

如果积分区域的边界方程用极坐标表示比较方便,

被积函数含有

22 yx  可考虑用极坐标计算法.



思考: 下列各图中域 D 分别与 x , y 轴相切于原点,试

答: ;0)1(  

D
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y

x

问 的变化范围是什么?
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例4. 计算 ,dd
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 
D

yx yxe 其中 .: 222 ayxD 

解: 在极坐标系下
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2xe 的原函数不是初等函数 , 故本题无法用直角

2

e  d d   



2

0
d

由于

故

坐标计算.



注:利用例4可得到一个在概率论与数理统计及工程上

非常有用的反常积分公式
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2 
  xe x


D

求 dxdy ,1: 22  yxD22 yx  0x

D x

y

0


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dxdy22 yx 

 d  d
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1

2




2



3
1


练习

解



例5.
 

求球体
2222 4 azyx  被圆柱面 xayx 222 

)0( a 所截得的(含在柱面内的)立体的体积. 
解: 设

由对称性可知
2

0,cos20:   arD

dd44 22 rrraV
D 

 2
0

d4


  
cos2

0
22 d4

a
rrra




d)sin1(
3

32 2
0

33   a )
3
2

2
(

3
32 3 

a

o

x

y

z

a2



作业

• 2（2）（4）

• 6（1）（2）

• 13（1）（2）

• 14  (1)
• 18



一、三重积分的概念

二、三重积分的计算

第三节 三重积分



一、三重积分的概念

类似二重积分解决问题的思想, 采用

kkkk v),,( 



),,( kkk 

kv

引例: 设在空间有限闭区域 内分布着某种不均匀的

物质, ,),,( Czyx  求分布在 内的物质的

可得




n

k 10
lim


M

“分割, 近似代替,  求和, 取极限”

解决方法:

质量M
 

.
密度函数为



定义. 设 ,),,(,),,( Ωzyxzyxf 

kkk

n

k
k vf 


),,(lim

10




存在, ),,( zyxf

 vzyxf d),,(

称为体积元素,vd .ddd zyx

若对 作任意分割: 
任意取点

则称此极限为函数 在上的三重积分.
在直角坐标系下常写作

三重积分的性质与二重积分相似.性质: 

),,,2,1( nkvk  ,),,( kkkk v 下列“乘
积和式”

 
极限

记作

( , , )d ( , , )d d df x y z v f x y z x y z
 

 



二、三重积分的计算

1. 利用直角坐标计算三重积分

方法1 .  投影法 (“先一后二”)

方法2 .  截面法 (“先二后一”)   

即把积分区域 投影到某个坐标面上

即把积分区域 投影到某条坐标轴上



z

x
y

xyD
xyD

dxdy 

方法1.  投影法 (“先一后二” ) 

1 2( , ) ( , )
:

( , ) xy

z x y z z x y
Ω

x y D
 

 

( , , ) df x y z v








 

),(

),(

2

1
d),,(

yxz

yxz
zzyxf

2

1

( , )

( , )
d d ( , , )d

xy

z x y

z x y
D

x y f x y z z 

),(2 yxzz 

),(1 yxzz 

记作

O

把积分区域 投影
到xoy坐标面上



其中为三个坐标例1. 计算三重积分 d d d ,x x y z


12  zyx 所围成的闭区域 .

解:
:





)1(

0

1

0
2
1

d)21(d
x

yyxxx


 yx

z
21

0
d

 
1

0
32 d)2(

4
1 xxxx

yxz 210 
)1(0 2

1 xy 
10  x


 )1(

0
2
1

d
x
y

1

0
d xx

48
1

面及平面

1x

y

z
1

2
1

O

d d dx x y z





a

b
方法2.  截面法 (“先二后一”)







bza
Dyx

Ω z),(
:


b

a
( , , )d d

zD

f x y z x y
d ( , , )d d

z

b

a
D

z f x y z x y 

z zD

 zd

记作



x
y

z

O
( , , ) df x y z v




把积分区域 投影
到z轴上

截面法的适用范围:(1)被积函数只含一个变量；

(2)截面面积易求。



x

y

z例2. 计算三重积分
2 d d d ,z x y z




2 2 2

2 2 2: 1.x y z
a b c

   

a b

c zD
z
O

其中

分析：

(1) 被积函数只含一个变量 z;

(2)用平行于xoy面的平面去截，得到截面
 

；zD

zD截面
 

是什么图形？面积呢？截面是椭圆，面积可以求出。



x

y

z例2. 计算三重积分
2 d d d ,z x y z




2 2 2

2 2 2: 1.x y z
a b c

   

解: :

  zyxz ddd2


 
c

c
z

c
zbaz d)1(π2 2

2
2

czc 

2

2

2

2

2

2
1:
c
z

b
y

a
xDz 


zD

yxdd
c

c
zz d2

3π
15
4 cba

a b

c

用“截面法”
（把积分区域 投影

到z轴上）

zD
z
O

其中

练习：P164  1(2),  3





x

y

z

2.  利用柱坐标计算三重积分

,),,( 3RzyxM设 ,,, 代替用极坐标将 yx ),, z（则

就称为点M
 

的柱坐标.



















z
π20

0



 siny
zz 

 cosx

直角坐标与柱面坐标的关系:

常数
坐标面分别为

圆柱面

常数 半平面

常数z 平面



z
),,( zyxM

 )0,,( yx
O



( , , )d d df x y z x y z



( cos , sin , )f z   


 

适用范围:

（1）积分域表面用柱面坐标表示时方程简单 ;

（2）被积函数用柱面坐标表示时变量互相分离.

zddd 

 siny
 cosx d d d dx y   

zv dddd 



2

a

x

y

z

O

，其中为例3. 计算三重积分
2 2 d d dz x y x y z




xyx 222  0),0(,0  yaazz 所

解: 在柱面坐标系下 :





cos2

0
2 d

 dcos
3

4 2
π

0
3

2

 a

 cos20 

20  
az 0

及平面

zv dddd 

 2
π

0
d

a
zz

0
d

zz ddd2 
原式

2
9
8a

由柱面

 cos2

围成半圆柱体.



OOx y

z
例4. 计算三重积分

解: 在柱面坐标系下

h

:


h
z

4

2 d

 



h

h
2

0

2

2 d)
4

(
1

π2 



]4)41ln()41[(
4
π hhh 

hz 
h20  
π20 

 

h2

0 2 d
1





 
π2

0
d

,
1

ddd
22  yx
zyx

zyx 422  )0(  hhz 所围成 .与平面

其中由抛物面

4

2

zv dddd 
原式 =



2,  zxz

1.
 

将

.)(),,( Czyxf 

用三次积分表示,

,2,0  xx ,42,1  yxy

vzyxfI d),,(


其中 由

所

提示:

20  x
xy 2

121 
2 zx

I 
2

d),,(
x

zzyxf
 x

y2
12

1
d

2

0
d x

思考与练习

六个平面

围成 ,

:



作业

5;  6;  7;  9 (1);  11 (1)



一、曲面的面积

三、转动惯量

第四节 重积分的应用

二、质心



一颗地球的同步轨道通讯卫星的轨道位于地球的赤

道平面内，且可近似认为是圆轨道．通讯卫星运行的角

速率与地球自转的角速率相同，即人们看到它在天空不

动．若地球半径取为R，问卫星距地面的高度h应为多

少？通讯卫星的覆盖面积是多大？ 

一、曲面的面积



1.设曲面的方程为： ),( yxfz  在D上偏导
 数连续

设光滑曲面 DyxyxfzS  ),(,),(:

则面积 A 可看成曲面上各点 ),,( zyxM
处小切平面的面积 d A 无限积累而成. 

设它在 D 上的投影为 d ,
Adcosd 

),(),(1
1cos 22 yxfyxf yx 



 d),(),(1d 22 yxfyxfA yx

(称为曲面S的面积元素)

则



M
Ad

z

d

n



x
y

z

S

o

n

M

dD P



,1 22 
D

yx dffA

dxdyy
z

x
zA

xyD
 


 22 )()(1

故有曲面面积公式

即

2.若光滑曲面方程为

 







yzD

zy
z
x

y
xA  dd)()(1 22

,),(,),( zyDzyzygx  则有

  dd)()(1 22 







zxD

xz
x
y

z
yA

3.若光滑曲面方程为 ( , ) , ( , ) ,z xy h z x z x D  则有



例1. 求球面 2222 azyx  ，含在圆柱体 

由对称性知 14AA  , 

 1D ： axyx  22

,222 yxa
a




解

)0,( yx

axyx  22
内部的那部分面积.

于是

2 21 ( ) ( )z z
x y
 

 
 

 曲面方程 
222 yxaz 



面积 dxdyzzA
D

yx 
1

2214  

 


1

2224
D

dxdy
yxa

a







 cos

0 220

14 2 a
rdr

ra
da

.42 22 aa 



例 2.求由曲面 azyx  22 和 222 yxaz   

)0( a 所围立体的表面积. 

解 解方程组

,
2 22

22









yxaz

azyx

得两曲面的交线为圆周 ,
222








az
ayx

在
 

平面上的投影域为xoy ,: 222 ayxDxy 

得由 )(1 22 yx
a

z  ,2
a
xzx  ,2

a
yzy 



 221 yx zz
22 221 














a
y

a
x

,441 222 yxa
a



知由 222 yxaz 

 221 yx zz ,2

dxdyyxa
a

S
xyD
  222 441

故 dxdy
xyD
 2

rdrra
a

d
a

 


0

222

0
41 22 a

).15526(
6

2

 a



二、质心
设空间有n个质点, ,),,( kkk zyx 其质量分别

,),,2,1( nkmk  由力学知, 该质点系的质心坐标

,

1

1







 n

k
k

n

k
kk

m

mx
x ,

1

1







 n

k
k

n

k
kk

m

my
y







 n

k
k

n

k
kk

m

mz
z

1

1

设物体占有空间域 
 

, ),,,( zyx有连续密度函数 则

公式 ,

分别位于

为

为

即:
采用 “分割，近似代替，求和，取极限” 可导出其质心



将 
 

分成 n 小块, ,),,( kkk 
将第 k 块看作质量集中于点 ),,( kkk 

例如,












 n

k
kkkk

n

k
kkkkk

v

v
x

1

1

),,(

),,(





令各小区域的最大直径 ,0







zyxzyx

zyxzyxx
x

ddd),,(

ddd),,(





系的质心坐标就近似该物体的质心坐标.

的质点,

即得

此质点

在第 k 块上任取一点



同理可得






zyxzyx

zyxzyxy
y

ddd),,(

ddd),,(











zyxzyx

zyxzyxz
z

ddd),,(

ddd),,(





,),,( 常数时当 zyx 则得形心坐标：

,
ddd

V

zyxx
x
 ,

ddd

V

zyxy
y


V

zyxz
z


ddd
 的体积为  zyxV ddd



若物体为占有xoy 面上区域 D 的平面薄片,
,),( yx为

yxyx

yxyxx
x

D

D





dd),(

dd),(





yxyx

yxyxy
y

D

D





dd),(

dd),(





,常数时

,
dd

A

yxx
x D

A

yxy
y D

dd
(A 为 D 的面积)

得D 的形心坐标:

则它的质心坐标为

M
M y

M
M x

其面密度

xM

yM

— 对 x 轴的
静矩

— 对 y 轴的
静矩



4

例3. 求位于两圆 sin2r sin4r和

的质心.

2 D

解: 利用对称性可知 0x

而 
D

yxy
A

y dd1


D

rr 


ddsin
3
1 2

rr d
sin4

sin2
2









dsin
9
56

0
4

 2
9
56






dsin2

9
56 2

0
4

3
7

之间均匀薄片





 0

dsin
3
1


4
3 

2
1

2


o

y

x

C



三、转动惯量

设物体占有空间区域 
 

, 有连续分布的密度函数

.),,( zyx 该物体位于(x , y , z) 处的微元

vzyxyx d),,()( 22 

因此物体对 z 轴的转动惯量:

  zyxzyxyxI z ddd),,()( 22 

zId

x



yo

z
对 z 轴的转动惯量为

因质点系的转动惯量等于各质点的转动惯量之和, 故
连续体的转动惯量可用积分计算. 



类似可得:

 zyxzyxI x ddd),,(               

 zyxzyxI y ddd),,(                

 zyxzyxIo ddd),,(                        

)( 22 zy 

)( 22 zx 

)( 222 zyx 

对 x 轴的转动惯量

对 y 轴的转动惯量

对原点的转动惯量



如果物体是平面薄片, 面密度为 Dyxyx ),(),,(


Dx yxyxI dd),(     


Do yxyxI dd),(                 

则转动惯量的表达式是二重积分.

x

D

y

o

2y

2x

)( 22 yx 


Dy yxyxI dd),(     



rr
a

ddsin
0

3
0

2 




例4.求半径为 a 的均匀半圆薄片对其直径

解: 建立坐标系如图,







           0
:

222

y
ayxD

yxyI
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的转动惯量.



)(th ( t 为时间) 的雪堆在融化过程中,其

侧面满足方程 ,
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th
yxthz  设长度单位为厘米, 

时间单位为小时, 

设有一高度为

已知体积减少的速率与侧面积成正比

(比例系数 0.9 ), 问高度为130 cm 的雪堆全部融化需要

多少小时?  (01年数一考研)
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