
返回 后页 前页 

第十三章 函数列与函数项级数 

• 一、基本内容 
• 1、函数列与函数项级数一致收敛性的定义 

• 2、函数列与函数项级数一致收敛性的判别法 

• 3、一致收敛函数列与函数项级数的性质  

• 二、目的与要求 
• 理解函数列的基本概念，能够利用-N语言讨论函数列的一致收敛性； 

掌握关于函数列的一致收敛性的判别法；熟练掌握一致收敛的函数列
与其极限函数的连续性、可积性之间的关系；熟练掌握函数项级数的
一致收敛性的判别法；熟练掌握一致收敛的函数项级数与其和函数的
连续性、可积性之间的关系 

• 三、重点与难点 
• 重点：函数列一致收敛的概念、性质 

• 难点：一致收敛的概念、判别及应用 
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一致收敛性    
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§13.1 一致收敛性  

1、函数列及其收敛的定义 

1 2
, , , , (1)

n
f f f

是一列定义在同一数集 E 上的函数,称为定义在E  

上的函数列. (1) 也可记为  

{ } , 1,2, .
n n

f f n或

以 0
x E 代入 (1), 可得数列   

1 0 2 0 0
( ), ( ), , ( ), . (2)

n
f x f x f x
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0
x

0
x如果数列(2)收敛, 则称函数列(1)在点 收敛,  称  

为函数列(1)的收敛点.  如果数列(2)发散,  则称函数  

列(1)在点 0
x 发散.  当函数列(1)在数集          上每一  D E

点都收敛时, 就称(1)在数集 D 上收敛.  这时 D 上每  

x { ( )}
n

f x一点 都有数列 的一个极限值与之相对应 ,  

根据这个对应法则所确定的 D 上的函数,  称为函数  

列(1)的极限函数.   若将此极限函数记作f,  则有 

lim ( ) ( ) ,
n

n
f x f x x D
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或 

( ) ( ) ( ) , .
n

f x f x n x D  

N  x D函数列极限的 定义: 对每一固定的 , 任  

, 总存在正数N(注意: 一般说来N值与 给正数 和  


, x)表示三者之间  的值都有关,  所以有时也用N( x 

的依赖关系),  使当 n N 时,  总有  

| ( ) ( ) | .
n

f x f x  

使函数列 { }
n

f 收敛的全体收敛点集合,  称为函数列  

{ }
n

f 的收敛域.  
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设函数列{ }
n

f f与函数 定义在同一 D定义1  数集 

上， , ,N若对任给的正数 总存在某一正整数 使当  

n N ,x D对一切 都有时， 

| ( ) ( ) |
n

f x f x   ，

{ }
n

f D f则称函数列 在 上一致收敛于 ,记作

2、函数列一致收敛的定义 
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( ) ( )( ) , .

n
f x f x n x D 

在 D 上不一致收敛于  f  的正面陈述是:     n
f函数列

存在某正数 
0
, 对任何正数 N,  都有某一点 0

x D 和

0 0
x n与 的取值与 N 有关 ),  ( 注意:  0

n N某一正整数

使得 
0 0 0 0
( ) ( ) .

n
f x f x  
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定理13.1 (函数列一致收敛的柯西准则) 函数列 { }
n

f

D 在数集 上一致收敛的充要条件是: 对任给正数 ,  

, ,n m N x D总存在正数N,  使当  对一切 ,  都有  

 | ( ) ( ) | . (3)
n m

f x f x 

定理13.2（余项准则）  { }
n

f D函数列 在区间 上一致  

收敛于 f 的充分必要条件是:  

 

 limsup | ( ) ( ) | 0. (4)
n

n x D

f x f x

3、函数列一致收敛判别法 
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注 柯西准则的特点是不需要知道极限函数是什么,  

只是根据函数列本身的特性来判断函数列是否一致   

收敛,  而使用余项准则需要知道极限函数,  但使用   
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{ ( )}
n

u x E设 是定义在数集 上的一个函数列,表达式

    
1 2
( ) ( ) ( ) , (5)

n
u x u x u x x E

称为定义在E上的函数项级数,  
1

( )
n

n

u x




简记为 或

( ).
n

u x 称



  
1

( ) ( ), , 1,2, (6)
n

n k

k

S x u x x E n

为函数项级数(9)的部分和函数列. 
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0
,x E若 数项级数

   
1 0 2 0 0
( ) ( ) ( ) (7)

n
u x u x u x

0 0

1

( ) ( )
n

n k

k

S x u x


 n收敛,  即部分和 当 时极限  

0
x

0
x存在, 则称级数(5)在点 收敛,  称为级数(5)的收  

敛点. 若级数(7)发散, 则称级数(5)在点 0
x 发散.  若  

级数(7)在 E 的某个子集 D 上每点都收敛, 则称级数  

(5)在 D 上收敛.  若 D 为级数(5)全体收敛点的集合,  

这时就称 D为级数(5)的收敛域. 级数(5)在 D上每一  
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点 x 与其所对应的数项级数(7)的和 ( )S x 构成一个  

定义在 D 上的函数,  称为级数(5)的和函数,  并记作  

1 2
( ) ( ) ( ) ( ) , ,

n
u x u x u x S x x D     

即 


 lim ( ) ( ) , . (8)

n
n

S x S x x D

也就是说, 函数项级数(5)的收敛性就是指它的部分  

和函数列(6)的收敛性.  



返回 后页 前页 

定义2  { ( )} ( )
n n

S x u x设 是函数项级数 的部分和

. { ( )} ( ),
n

S x D S x函数列 若 在数集 上一致收敛于  则称 

( ) ( ),
n

u x D S x函数项级数 在 上一致收敛于函数
( ) .

n
u x D或称 在 上一致收敛

由于函数项级数的一致收敛性是由它的部分和函数  

列来确定, 所以得到的有关函数项级数的定理.  

4、函数项级数一致收敛的定义 
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定理  13.3  ( 一致收敛的柯西准则 )  函数项级数  

( )
n

u x 在数集 D 上一致收敛的充要条件为: 对任  

, 存在正整数  N ,n N 时给的正数 ，使当  对一切  

x D ,p一切正整数 都有和 


 | ( ) ( ) | ,

n p n
S x S x 

或   
   

1 2
| ( ) ( ) ( ) | .

n n n p
u x u x u x 

此定理中当 p=1 时, 得到函数项级数一致收敛的一  

个必要条件. 

5、函数项级数一致收敛的判别法 
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推论  (函数项级数一致收敛的必要条件) 函数项级  

数  ( )
n

u x D在数集 上一致收敛的必要条件是函数  

{ ( )}
n

u x D列  在 上一致收敛于零.  

( ) ( ),
n

u x D S x设函数项级数 在 上的和函数为 称

( ) ( ) ( )
n n

R x S x S x 

( ) .
n

u x为函数项级数 的余项

定理13.4  (余项法则) 函数项级数 ( )
n

u x 在数集 D  

一致收 ( )S x敛于 的充要条件是

limsup | ( ) | limsup | ( ) ( ) | 0.
n n

n nx D x D

R x S x S x
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定理13.5  (魏尔斯特拉斯判别法，或优级数判别法)  

( ) ,
n

u x D定义在数集 上 n
M设函数项级数 为收  

敛的正项级数， ,x D若对一切 有

 | ( ) | , 1,2, , (9)
n n

u x M n

( )
n

u x D则函数项级数 在 上一致收敛.

2

0

(1 )
n

n

x x




 [0,1]例4 讨论函数项级数 在 上一致  

收敛性.  
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当级数 ( ) [ , ]
n n

u x M a b与级数 在区间  上成立关  

n
M [ , ]a b系式(13)时,  则称级数 在区间 上优于级  

( )
n

u x ( )
n n

M u x为 数 , 或称 的优级数. 优级  

数判别法也称为M 判别法.  

设有定义在区间I上形如 

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n
u x v x u x v x u x v x  

 ( ) ( ) (10)
n n

u x v x

的函数项级数. 对级数(12)有: 
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定理13.6(阿贝耳判别法)设   

(i) ( ) ;
n

u x I在区间 上一致收敛

(ii) ,{ ( )} ;
n

x I v x对于每一个 是单调的

(iii){ ( )} ,
n

v x I x I在 上一致有界 即对一切  和正整 

数   ,  存在正数M, 使得  n

| ( ) | ,
n

v x M

则级数(14)在 I 上一致收敛. 
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定理13.7 (狄利克雷判别法)  设 

(i) ( )
n

u x 的部分和数列

1

( ) ( ) ( 1,2, )
n

n k

k

U x u x n


 

在 I 上一致有界; 

(ii) ,{ ( )} ;
n

x I v x对于每一个 是单调的

 (iii) ( ) 0( ),
n

I v x n在 上

则级数(12)在I上一致收敛. 



返回 后页 前页 

例5  函数项级数 

1
1

( 1) ( )
n n

n
n

x n

n






 


在[0, 1]上一致收敛. 

( 1)
( ) , ( ) 1

nn

n n

x
u x v x

n n
记

  
   

 
n

u,于是 在[0, 1]  

上一致收敛， ( )
n

v x 在[0,1]上单调增且一致有界,  由  

阿贝耳判别法就能得到结果.  
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 cos (11)
n

a nx

[ , 2 ](0 )      在 上一致收敛.

例6 若数列        单调且收敛于零, 则级数 { }
n

a
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• 小结 

• 1、函数列一致收敛的定义 

• 2、 函数项级数一致收敛的定义 

• 3、 函数项级数一致收敛的判别法 
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§13.2    一致收敛函数列与 

函数项级数的性质  

 

           一致收敛性的重要性在于可以将通项函数的

许多解析性质遗传给和函数，如连续性、可积性、

可微性等，这在理论上非常重要. 



返回 后页 前页 

定理13.8   ( 极限交换定理 )  设函数列 { }
n

f 在   

0 0
( , ) ( , )a x x b ( )f x上一致收敛于  ,  且对每个 n,  

0

lim ( ) ,
n n

x x
f x a


 lim

n
n

a则 和
 0

lim ( ) .
x x

f x


均存在且相等 即  

0 0

lim lim ( ) lim lim ( ). (1)
n n

x x n n x x
f x f x

   


1、一致收敛函数列的性质 
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定理指出: 在一致收敛的条件下,  { ( )}
n

f x 中关于独  

立变量 x 与 n 的极限可以交换次序, 即(1)式成立.  

, ( ) ( , )
n

f x a b类似地 若 在 lim ( )
n

x a
f x


上一致收敛, 且 

存在, 则有 
   

lim lim ( ) lim lim ( );
n n

n nx a x a
f x f x

( ) ( , ) lim ( ) ,
n n

x b
f x a b f x若 在 上一致收敛,且 存在 则有



   
lim lim ( ) lim lim ( ).

n n
n nx b x b

f x f x



返回 后页 前页 

定理13.9  (连续性) 若函数列   { }
n

f 在区间 I上一致收  

敛, 且每一项都连续, 则其极限函数   f 在 I 上也连续.  

定理13.9的等价命题:  若各项为连续函数的函数   

列在区间 I 上其极限函数不连续,  则此函数列在区   

间 I 上一定不一致收敛.   

{ }
n

x ( 1, 1]例如: 函数列  的各项在  上都是连续的, 但   

其极限函数    
0, 1 1,

( )
1, 1

x
f x

x

  
 


1x 在 时不连

{ }
n

x ( 1, 1]续, 所以 在  上不一致收敛. 
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{ }
n

f [ , ]a b定理13.10 (可积性) 若函数列 在 上一致收  

敛,  且每一项都连续,  则  

 
 lim ( ) d lim ( ) d . (2)

b b

n n
a an n

f x x f x x

这个定理指出:  在一致收敛的条件下,  极限运算与 

积分运算的顺序可以交换.     
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d d

lim ( ) lim ( ). (3)
d d

n n
n n

f x f x
x x

{ }
n

f [ , ]a b定理13.11(可微性)设 为定义在 上的函数列,  

0
[ , ]x a b { }

n
f { }

n
f [ , ]a b若 为 的收敛点,  的每一项在 

{ }
n

f  [ , ]a b上有连续的导数, 且 在 上一致收敛,  则  
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0
x { }

n
f注 请注意定理中的条件 为 的收敛点的作用. 

[ , ]a b { }
n

f在定理的条件下, 还可推出在 上函数列 一  

致收敛于 f , 请读者自己证明.  

与前面两个定理一样,  一致收敛是极限运算与求导  

运算交换的充分条件, 而不是必要条件, 请看下例.  
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例2  函数列  

2 21
( ) ln(1 ), 1,2,

2
n

f x n x n
n

  

与 

2 2
( ) , 1,2,

1
n

nx
f x n

n x
  



在 [0, 1]上都收敛于0,  由于 

[0, 1]

1
lim max | ( ) ( ) | ,

2
n

n x
f x f x

 

  

{ ( )} [0,1] ,
n

f x所以导函数列 在 上不一致收敛 但有

lim ( ) 0 [lim ( )] .
n n

n n
f x f x
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在上述三个定理中,  我们都可举出函数列不一致收  

敛但定理结论成立的例子.  在今后的进一步学习中  

(如实变函数论)将讨论使上述定理成立的较弱条件,  

但在目前情况下,  只有满足一致收敛的条件,  才能  

保证定理结论的成立.  

下面讨论定义在区间 [ , ]a b 上函数项级数 

   
1 2
( ) ( ) ( ) (4)

n
u x u x u x

的连续性、逐项求积与逐项求导的性质,  这些性质 

可根据函数列的相应性质推出.  
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定理13.12(极限交换定理、连续性定理)  

( )
n

u x 0
( )U x1. 若函数项级数 在 一致收敛, 且对   

,  
0

lim ( )
n n

x x
u x a


每个 ,  则有    n

0 0

lim ( ) lim ( ) .
n n n

x x x x
u x u x a

 
          (5) 

( )
n

u x [ , ]a b2. 若 区间 上一致收敛,  且每一项都连   

续,  则其和函数在  [ , ]a b 上也连续.    

2、一致收敛函数项级数的性质 



返回 后页 前页 

利用连续性定理(或极限交换定理)建立一个判别法:  

[ , )a b( )
n

u x若函数项级数 的每一项在 上  

有定义, 且  

, ( )
n

n u x a(i)  在点 右连续; 

( , )x a b  ( )
n

u x(ii)  收敛;  ,  

(iii) 级数 ( )
n

u a 发散,  

( )
n

u x ( , )a b则 在 上不一致收敛. 
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[ , ]a b
0

[ , ]x a b在 上每一项都有连续的导函数,  为  

定理13.13 (逐项求积定理) 若函数项级数 ( )
n

u x

  ( ) d ( ) d . (6)
b b

n n
a a

u x x u x x

定理13.14 (逐项求导定理)  若函数项级数 ( )
n

u x

( )
n

u x ( ) [ , ]
n

u x a b 在的收敛点, 且 上一致收敛, 则  

 
d d

( ) ( ) . (7)
d d

n n
u x u x

x x
 

[ , ]a b ( )
n

u x上一致收敛, 且每一项 都连续, 则  在  
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定理 13.13 和 13.14 指出,  在一致收敛条件下,  逐项  

求积或求导后求和等于求和后再求积或求导.  

注   本节六个定理的意义不只是检验函数列或函数  

项级数是否满足关系式(2)~(4), (5)~(7), 更重要的是  

根据定理的条件, 即使没有求出极限函数或和函数,  

也能由函数列或函数项级数本身获得极限函数或和  

函数的解析性质. 
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例3 设  
2 2

3

1
( ) ln(1 ). 1,2,

n
u x n x n

n
  

( )
n

u x [0, 1]证明函数项级数 在 上一致收敛, 并讨  

论和函数在 [0, 1]上的连续性、可积性与可微性.  
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• 小结 

• 1、一致收敛函数列的极限函数的性质 

• 2、一致收敛函数项级数的和函数的性质 
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