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一、向量概念

二、向量的线性运算

四、利用坐标作向量的线性运算

三、空间直角坐标系

五、向量的模、方向角、投影

第一节
 

向量及其线性运算



⑴向量：既有大小又有方向的量。

如位移、速度、加速度、力、力矩等。

⑵向量表示：用一条有向线段表示. a

模长为1的向量.

模长为0 的向量,记做0


|| a⑶向量的模：向量的大小.

1、概念

⑷单位向量：

⑸零向量:

一、向量概念

(6)自由向量：与起点无关的向量

A
（起点）

B 
（终点）

(方向是任意的)

(7)两向量的夹角:

a

b


),( ba
 ),( ab   0( )



2、两非零向量的关系

⑴相等：大小相等且方向相同的向量.
a

b


ba


记

⑵平行：方向相同或相反的两个非零向量. ba
 //记

注意：由于零向量的方向可以看成任意的，故零
 向量与任何向量都平行或垂直。

⑷共面：把若干个向量的起点放到一起，若它们的
 终点和公共起点在同一平面上，则称这些
 向量共面.

（平行移动后能完全重合）

两向量平行也称为共线.

⑶垂直： ba


记夹角为
 

的两个非零向量.
2




⑵减
 法：

)( baba
  ab



b


 b


c

ba
bac







 )(
ba
 

ba
 a

b


1、向量的加减法

⑴
 

加法： cba  
a

b


c

（平行四边形法则）

（平行四边形法则有时也称为三角形法则）

二、向量的线性运算

负向量



2、向量与数的乘法

,0) i a 与a同向， |||| aa   

,0) ii 0
 a

,0) iii a 与a反向， |||||| aa   

⑵单位向量的表示

0,a
 ,

a
aea 


 因此则有单位向量 .aeaa 
若

向量的单位化

⑴
 

定义：向量
 

与实数
 

的乘积
 

是一个新向量.a a 



定理1.设a 为非零向量,则

证:（“必要性”）

（“唯一
 性”）

则

a∥b

设又有b＝a , 0)(  a

a a
      
b

a
a

b

的充分必要条件是

存在唯一的实数，使

设
 

a∥b ,
b

a  




故 .b a
 

.b a
 

而 0,a 


0,   . 故 即

,取 则



x轴

y轴

z轴

o原点
xoy平面

xoz
平
面

yoz平面

过空间一定点O，作三条相互垂直的数轴



1、坐标系的构成

三、空间直角坐标系

oxyz 坐标系

或 ; ; ;o i j k  
 



三个坐标平面将空间分成八部分，每一部分叫做一个
 卦限. 



设点 M
,),,( zyxM 则

沿三个坐标轴方向的分向量.

kzjyixr
  ),,( zyx

x

o y

z

M

N

B

C

i
 j

k


A

,,,,, 轴上的单位向量分别表示以 zyxkji


的坐标为

rkzjyix 
称为向量,,

r

任意向量
 

可用向径OM 表示.

NMONOM  OCOBOA 

,ixOA


 ,jyOB


 kzOC




2、向量的坐标表示

在空间直角坐标系下, r

此式称为向量
 

的坐标分解式,r



),,( zyx aaaa 


),,( zyx bbbb 


⑴加法 ),,( zzyyxx babababa 


;)()()( kbajbaiba zzyyxx




1、向量的加减法与数乘
;kajaia zyx




;kbjbib zyx




),,( zzyyxx babababa 


;)()()( kbajbaiba zzyyxx




⑵减法

),,( zyx aaaa  


.)()()( kajaia zyx


 ⑶数乘

2、平行向量的坐标表示式

abba


// ),,(),,( zyxzyx aaabbb 
z

z

y

y

x

x

a
b

a
b

a
b



四、利用坐标作向量的线性运算

（等价）



222 zyx 

),,,( zyxr 设 则有

OMr  222 OROQOP 

x

o y

z

M

N

Q

R

P
由勾股定理得

),,( 111 zyxA 因

得两点间的距离公式:

),,( 121212 zzyyxx 

2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxx 

对两点 与 ,),,( 222 zyxB

,rOM 作

OMr  OROQOP 

BABA 

OAOBBA 

1、向量的模与两点间的距离公式:

五、向量的模、方向角、投影



练习 已知点A(5,3,1)和B(1,0,5),求与 .eAB
共线的单位向量

解 OAOBAB 因为 )1,3,5()5,0,1(  ).4,3,4( 

.414)3()4(|| 222 AB所以

).4,3,4(
41
1

||


AB

AB
e于是



非零向量
 

与三条坐标轴的夹角称为向量
 

的

、、 . 

,0  
,0  
.0  

方向角,

x

y

z

o

r



显然

2.方向角与方向余弦

分别记做

r r



非零向量
 

的三个方向角的余弦 ，、、  coscoscos

 , , ,x y za a a a


,cos|| aax


,cos|| aay


.cos|| aaz


x

y

z

o




称为向量
 

的方向余弦.

,
||

cos
a
ax ,

||
cos

a
ay ,

||
cos

a
az

a


⑶方向余弦

则

故

r

r

设非零向量



  ：的方向余弦为即非零向量 zyx aaaa ,,

1coscoscos 222  显然

.cos 

cos 

cos 

222

222

222

zyx

z

zyx

y

zyx

x

aaa

a

aaa

a

aaa

a














这里

,
||

cos
a
ax ,

||
cos

a
ay ,

||
cos

a
az

x

y

z

o




a




3
2   3

   4
3   

2
1cos   2

1cos   
2
2cos  

解

例

}2,1,1{}20,23,21{ MN

设已知两点 )2,2,2( )和 (1, 3, 0), 计算向量


MN的模、方向余弦和方向角.

M

2)2(1)1(|| 222 


MN 

N



3、向量在轴上的投影

PxM 交点为轴垂直的平面作与过点如图 ,,
O

z

x

y
M

N

P



⑴x轴与向量
 

的关系OMr 


,, ixOPxrOP


进而由轴上的分向量在为则
.cos||, rxxx 

且轴上的坐标可得向量在

⑵向量在u轴上投影

u

M

O M e



).(, 如图轴确定及单位向量设点一般地 ueO 

.)(Pr,
,,

),
(

,,

uu rrju
reMO

urMOu
MMMu

uMrOMr








或记作轴上的投影在
称为则数设轴上的分向量

在称为则向量轴上的投影
在叫轴于点垂直的平面交

轴作与再过点作任给向量









即的投影
在三坐标轴上即中的坐标在直角坐标系

,
,, aaaaOxyza zyx


⑶向量在三坐标轴上的投影

ajaajaaja zzyyxx
 Pr,Pr,Pr 

     zzyyxx aaaaaa 
 ,,或记作

⑷向量投影的性质

  ),cos(||) uaaai u




      .) uuu babaii




    .) uu aaiii


 



例  设 kjim
 853  ， kjin

 742  ，
kjip
 45  ，求向量 pnma   34 在 x轴上

的投影及在 y轴上的分向量. 

解 pnma   34

)853(4 kji


 )742(3 kji



)45( kji




,15713 kji




在x轴上的投影为 13xa ,

在 y轴上的分向量为 j


7 .



• 作业

习题7-1: 15



一、两向量的数量积一、两向量的数量积

二、两向量的向量积二、两向量的向量积

第二节
 

数量积
 

向量积



a
b



数量积也称为“点积”、“内积”.

向量a与b

的数量积为 ba

   

cos|||| baba
 

(其中为a与b

的夹角)

1、定义

一、两向量的数量积一、两向量的数量积



关于数量积的说明：

0)2( ba


 .ba
.||)1( 2aaa  



 ,,, zyx aaaa 已知向量  ,,, zyx bbbb 


.zzyyxx babababa 


则

||||
cos

ba
ba 
 



0 baba


非零向量

.0 zzyyxx bababa

.222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa
bababa








a×b=
模： ),sin(||||||


 bababa

方向：垂直于a和b所决定的平面，

指向按右手规则从a转向b来确定.

a×b

a b

a

b

1、定义

二、两向量的向量积二、两向量的向量积



.0)1(
 aa )0sin0(  

ba
)2( //  .0

 ba

根据向量积的定义我们有：

,kji



,0


 kkjjii
,jik


,ikj




,kij


 .jki


,ijk




k j

i

2. 向量积的运算规律：

（1） ).( abba  

（2）分配律： .)( cbcacba  

).()()( bababa
  （3）结合律：

（注：不满足交换
 律）



,kajaiaa zyx

  kbjbibb zyx


设

ba
 )( kajaia zyx


 )( kbjbib zyx




,kji


 

,0


  kkjjii

,jik


,ikj




,kij


 .jki


,ijk




kji


)()()( 

向量积还可用行列式表示

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba


 

yzzy baba  zxxz baba  xyyx baba 

3、向量积的坐标表达式



zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba


 

,kajaiaa zyx

  kbjbibb zyx






练习：设    2,1, 1 , 1, 1, 2 ,a b   


计算 .a b


解

2 1 1 5 3 .
1 1 2

i j k
a b i j k     



 
  



例 2 求与 kjia
 423  ， kjib


2 都垂

直的单位向量. 

解

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba


 

211
423



kji


,510 kj




22 510||  ba


.
5

1
5

2






  kj


故所求单位向量为

||
0

ba
bac 







，55



第三节
 

曲面及其方程

一、曲面方程的概念

二、旋转曲面

三、柱面

四、二次曲面



M0

例1 考虑球心为M0 (x0 ,y0 , z0),半径为R的球面. 

即: (x
 

x0 )2 + (y 
 

y0 )2 + (z 
 

z0 )2  = R2

称上述方程为球面的标准方程.

M
R

特别:当球心在原点O(0, 0, 0)时,

球面方程:   x2 + y2 + z2 = R2

对于球面上任一点M(x, y, z), 

都有|M M0 |2 =R2.

平面曲线在平面解析几何中被看成是动点的轨迹．

任何曲面在空间解析几何中被看成是点的几何轨迹．

一、曲面方程的概念



曲面方程的概念

定义: 若曲面S与三元方程F (x, y, z) =0有如下关系:

(1) 曲面S上任一点的坐标
 满足方程F (x, y, z) =0;

(2) 不在S上点的坐标都不
 满足方程F (x, y, z) =0;

那么, 方程F (x, y, z) =0叫做曲面S的方程, 而曲面
 S叫做方程F (x, y, z) =0的图形.

F (x, y, z) = 0

S

x y

z

o



解:  原方程可改写为

(x 1)2 + (y + 2)2 + z2  = 5

故原方程表示球心在M0 (1, 2, 0), 半径为
 

的球面.5

例2
 

方程 x2 + y2 + z2 2x + 4y = 0表示怎样的曲面?



例 3 已知 )3,2,1(A ， )4,1,2( B ，求线段AB的

垂直平分面的方程. 

设 ),,( zyxM 是所求平面上任一点，

根据题意有 |,||| MBMA 

     222 321  zyx

      ,412 222  zyx

化简得所求方程 .07262  zyx

解



以上几例表明研究空间曲面有两个基本问题：

（2）已知坐标间的关系式，研究曲面形状．

如：例1、例3

如：例2

（1）已知曲面作为点的轨迹时，求曲面方程．



定义2. 一条平面曲线

二、旋转曲面

绕其平面上一条定直线旋转

一周所形成的曲面叫做旋转曲面.该定直线称为旋转

轴 .

例如 :



建立yOz面上曲线C 绕 z 轴旋转所成曲面的方程:

故旋转曲面方程为

,),,( zyxM
当绕 z 轴旋转时,

0),( 11 zyf
,),,0( 111 CzyM 若点

给定yOz 面上曲线 C: 

),,0( 111 zyM

1
22

1, yyxzz 

则有

0),( 22  zyxf

则有

该点转到

0),( zyf

O

z

y
x

C

( , , )M x y z



  0,22  zyxf

yoz坐标面上的已知曲线 0),( zyf 绕z轴旋

转一周的旋转曲面方程为 

同理： yoz坐标面上的已知曲线 0),( zyf
绕 y轴旋转一周的旋转曲面方程为 

  .0, 22  zxyf

（
 

不变，z 2 2y x y   ）

（
 

不变，y 2 2z x z   ）



例4: 求直线 z = ay 绕 z 轴旋转所得的旋转曲面方程.

z

x

y

z = ay

解: 将
 

y 用
 

代入直线

方程, 得

22 yx 

)( 22 yxaz 

平方得:

z2 = a2 ( x2 + y2 )

该旋转曲面叫做圆锥面, 
其顶点在原点.





例5
 

将下列各曲线绕对应的轴旋转一周，求
 生成的旋转曲面的方程．

（1）双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

分别绕x轴和 y轴；

绕 x轴旋转

绕 y 轴旋转 

12

22

2

2





b

zy
a
x

12

2

2

22




b
y

a
zx

旋
转
双
曲
面



动直线L叫柱面的母线.

三、柱面

定义 直线
 

沿定曲线
 

平行移动所形成的曲面称

为柱面.
 

这条定曲线C叫柱面的准线，动直线

CL

柱
 面
 举
 例

x

o

z

y

x

o

z

y

xy 22 

抛物柱面

xy 

平面



从柱面方程：

     只含 yx, 而缺 z的方程 0),( yxF ，在

空间直角坐标系中表示母线平行于 z轴的柱

面，其准线为xoy面上曲线C . （其他类推）

12

2

2

2


b
y

a
x

椭圆柱面
 

//   轴z

12

2

2

2


c
z

a
x

双曲柱面
 

//   轴y

pxy 22  抛物柱面
 

//   轴z



四、二次曲面

三元二次方程

适当选取直角坐标系可得它们的标准方程,下面仅

就几种常见标准型的特点进行介绍 .

研究二次曲面特性的基本方法: 截痕法

其基本类型有: 

椭球面、抛物面、双曲面、锥面

的图形统称为二次曲面.  

2 2 2Ax By Cz Dxy Eyz Fzx    
0 JIzHyGx

(二次项系数不全为 0 )



z

yx
O

1. 椭球面

),,(12

2

2

2

2

2
为正数cba

c
z

b
y

a
x 

(1)范围：

czbyax  ,,

(2)与坐标面的交线：椭圆

,
0

12

2

2

2











z
b
y

a
x

,
0

12

2

2

2











x
c
z

b
y











 0

12

2

2

2

y
c
z

a
x



12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

与 )( 11 czzz  的交线为椭
 圆：

1zz 

(4) 当 a＝b 时为旋转椭球面;

同样 )( 11 byyy  的截痕）（ axxx  11及

也为椭圆.

当a＝b＝c 时为球面.

(3) 截痕:

1
)()( 2

1
2

2

2
1

2

2

2

2

2

2 



 zc

y
zc

x

c
b

c
a

cba ,,( 为正数)

z



2. 抛物面

z
q

y
p

x 
22

22
(1) 椭圆抛物面

( p , q 同号)

(2) 双曲抛物面（鞍形曲面）

z
q

y
p

x 
22

22
( p , q 同号)

特别,当
 

p = q 时为绕 z 轴的旋转抛物面.



3.  双曲面

(1)单叶双曲面

by 1)1

上的截痕为平面 1zz  椭圆.

时, 截痕为

2

2
1

2

2

2

2
1

b
y

c
z

a
x  (实轴平行于x 轴；

虚轴平行于z 
轴）

1yy 

),,(12

2

2

2

2

2
为正数cba

c
z

b
y

a
x 

1yy 平面 上的截痕情况:

双曲线: 

z

x yO



虚轴平行于x 轴）

by 1)2 时, 截痕为

0
c
z

a
x

)( bby  或

by 1)3 时, 截痕为

2

2
1

2

2

2

2
1

b
y

c
z

a
x 

(实轴平行于z 轴;

1yy 

相交直线: 

双曲线: 

0

z

x yO

z

x yO



(2) 双叶双曲面

),,(12

2

2

2

2

2
为正数cba

c
z

b
y

a
x 

上的截痕为平面 1yy  双曲线

上的截痕为平面 1xx 

上的截痕为平面 )( 11 czzz  椭圆

注意单叶双曲面与双叶双曲面的区别: 

双曲线

 2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
x 单叶双曲面1

1 双叶双曲面

O

z

x
y



z

x
y

4.  椭圆锥面

),(2
2

2

2

2
为正数baz

b
y

a
x



上的截痕为在平面 tz  椭圆

在平面 x＝0 或 y＝0 上的截痕为过原点的两直线 .

1
)()( 2

2

2

2


tb
y

ta
x tz ,

可以证明, 椭圆①上任一点与原点的连线均在曲面上.

①

x
y

z

O



思考与练习

指出下列方程在平面解析几何中和空
 间解析几何中分别表示什么图形？

;2)1( x ;4)2( 22  yx

.1)3(  xy



第四节
 

空间曲线及其方程

• 一、空间曲线的一般方程

• 二、空间曲线的参数方程

• 三、空间曲线在坐标面上的投影



一、空间曲线的一般方程

空间曲线可视为两曲面的交线, 其一般方程为方程组








0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

2S
L 0),,( zyxF0),,( zyxG

1S

例如,方程组








632
122

zx
yx

表示圆柱面与平面的交线 C. 

x

z

y1O

C2



又如,方程组

表示上半球面与圆柱面的交线C. 








022

222

xayx
yxaz

z

y

x

a
O

C

例1
 

方程组
 

表示怎样的曲线？

2 2 2

2
2 2( )

2 4

z a x y

a ax y

   


   




解
222 yxaz 

上半球面,

4
)

2
(

2
22 ayax  圆柱面,

交线如图.

2 2 2

2
2 2( )

2 4

z a x y

a ax y

   


   




二、空间曲线的参数方程

将曲线C上的动点坐标 x, y, z表示成参数 t 的函数:

称它为空间曲线的
 参数方程.

)(txx 

例如,圆柱螺旋线


 vbt  ,令





bz
ay
ax





sin
cos

,π2 时当  bh π2

tax cos
tay sin

  tvz 

的参数方程为

上升高度 , 称为螺距 .

)(tyy 
)(tzz 










0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

消去变量
 

z后得： 0),( yxH

曲线C关于
 
的投影柱面xoy

设空间曲线C的一般方程：

三、空间曲线在坐标面上的投影








0
0),(

z
yxH

空间曲线C在
 
面上的投影曲线,  或简称投影xoy



。平面的投影在的交线及求曲面       2 2222 xoyLyxzyxz 

1

.

yx

z

o



z =0

.

2

1

yx

z

o

解

122  yx

L
 所求投影曲线为

122  yx







0
1

 
22

z
yx

.
.
.

消去z后得：

空间曲线在坐标面上的投影空间曲线在坐标面上的投影

.










22

222 
yxz

yxz
由

。平面的投影在的交线及求曲面       2 2222 xoyLyxzyxz 

投影柱面



类似地：可定义空间曲线C：








0
0),(

x
zyR








0
0),(

y
zxT

面上的投影曲线,yoz 面上的投影曲线,xoz








0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

在其他坐标面上的投影:








0
0),(

z
yxH

空间曲线C在
 
面上的投影曲线xoy



例2
 

求曲线
 

在xoy坐标面上的投影.










2
1

1222

z

zyx

解 消去变量
 

z后得

,
4
322  yx

在
 
面上的投影为xoy

,
0

4
322











z

yx



思考与练习

      求椭圆抛物面 zxy  222 与抛物柱面

zx  22 的交线关于xoy面的投影柱面和

在xoy面上的投影曲线方程.



作业

习题8-4：
 

3, 4



第五节
 

平面及其方程

• 一、平面的点法式方程

• 二、平面的一般方程

• 三、两平面的夹角



O


z

yx

0M

n

①

一、平面的点法式方程

),,( 0000 zyxM设一平面通过已知点 且垂直于非零向

0)()()( 000  zzCyyBxxA

M

称①式为平面的点法式方程,

求该平面的方程.

,),,( zyxM任取点

),,( 000 zzyyxx 

法向量.

量 ,),,( CBAn 

nMM 0

00 nMM

MM 0

则有

故

的为平面称 n



n },,{ CBA ),,( 0000 zyxM

)( 0xxA  )( 0yyB  )( 0zzC  0

为法线向量，过点以

的平面方程。

1. 求过点（2,-3,0)且以
 

（1，-2，3）为法线向量的

平面方程。

n
练习

2.过点（3,0，-1）且与平面

平行的平面。

3 7 5 12 0x y z   



kji


例1.求过三点

,1 M又

)1,9,14( 

0)4()1(9)2(14  zyx
015914  zyx即

1M

2M

3M

解: 取该平面
 

的法向量为

),2,3,1(),4,1,2( 21  MM )3,2,0(3M
的平面 

 
的方程. 

利用点法式得平面 
 

的方程


3 4 6
2 3 1

n

n 3121 MMMM 



特别,当平面与三坐标轴的交点分别为

此式称为平面的截距式方程. 

),0,0(,)0,,0(,)0,0,( cRbQaP

1
c
z

b
y

a
x

时,

)0,,( cba

bcax )(  cay )( 0 baz

abcbzaacybcx 

平面方程为

P

O

z

y

x

R

Q

分析:

利用三点式

按第一行展开得

即

0
ax  y z

a b 0
a 0 c



二、平面的一般方程

设有三元一次方程

以上两式相减 , 得平面的点法式方程

此方程称为平面的一般

0 DzCyBxA
任取一组满足上述方程的数 ,,, 000 zyx 则

0)()()( 000  zzCyyBxxA

0000  DzCyBxA

显然方程②与此点法式方程等价,

)0( 222  CBA ②

),,( CBAn  的平面, 

因此方程②的图形是

法向量为

方程.



特殊情形

• 当 D = 0 时,  A x + B y + C z = 0 表示通过原点的平面;

• 当 A = 0 时, B y + C z + D = 0 的法向量

平面平行于 x 轴;

• A x+C z+D = 0 表示

• A x+B y+D = 0 表示

• C z + D = 0 表示

• A x + D =0 表示

• B y + D = 0 表示

0 DCzByAx )0( 222  CBA

平行于 y 轴的平面;

平行于 z 轴的平面;

平行于 xOy 面的平面;

平行于 yOz 面的平面；

平行于 zOx 面的平面.

,),,0( iCBn 



例2. 求通过 x 轴和点( 4, – 3, – 1) 的平面方程.

解: 因平面通过 x 轴 , 0 DA故

设所求平面方程为

0 zCyB
代入已知点 )1,3,4(  得 BC 3
化简,得所求平面方程

03  zy



三、两平面的夹角

设平面∏1的法向量为

平面∏2的法向量为

则两平面夹角 的余弦为

                                                      cos 

即

212121 CCBBAA 

2
2

2
2

2
2 CBA 2

1
2

1
2

1 CBA 

两平面法向量的夹角(常指锐角)称为两平面的夹角.

1

2

 2n1n



),,( 1111 CBAn 

),,( 2222 CBAn 

21

21cos
nn
nn 





2

特别有下列结
 论：

21)1( 

0212121  CCBBAA

21 //)2( 

2

1

2

1

2

1
C
C

B
B

A
A



1

1

2

21

21cos
nn
nn 



21 nn 

21 // nn

2n

1n

2n

1n

),,(:
),,(:

22222

11111

CBAn
CBAn






因此有

例4. 一平面通过两点

垂直于平面∏: x + y + z = 0, 求其方程 .

解: 设所求平面的法向量为

,020  CBA 即 CA 2
的法向量 ,0 CBA

CCAB  )(

)0(0)1()1()1(2  CzCyCxC

约去C , 得 0)1()1()1(2  zyx
即 02  zyx

0)1()1()1(  zCyBxA

)1,1,1(1M ,)1,1,0(2 M和

则所求平面

故

,),,( CBAn
方程为

n
21MMn

且



外一点,求

),,( 0000 zyxP 0 DzCyBxA例5. 设

222
101010 )()()(

CBA
zzCyyBxxA






222
000

CBA
DzCyBxA

d





0111  DzCyBxA

解:设平面法向量为

),,( 1111 zyxP
在平面上取一点

是平面

到平面的距离d .0P

,则P0 到平面的距离为

01Prj PPd n
n

nPP 
 01

0P

1P

n

d

,),,( CBAn 

(点到平面的距离公式)



作业

习题8-5：
 

3, 6



第六节
 

空间直线及其方程

• 一、空间直线的一般方程

• 二、空间直线的对称式方程与参数方程

• 三、两直线的夹角

• 四、直线与平面的夹角

• 五、平面束



x

y

z

o

1

2

定义 空间直线可看成两平面的交线．

0: 11111  DzCyBxA

0: 22222  DzCyBxA








0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

空间直线的一般方程

L

一、空间直线的一般方程

注：表示同一直线的一般方程不唯一。



M

x

y

z

o

Ls

0M
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二、空间直线的参数方程与对称式方程
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直线的对称式方程:

},,{ pnms 设 为方向向量,

),,( 0000 zyxM过点 的直线方程 .
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方向向量直线的 与直线平行的非零向量.
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直线的对称式方程:

直线的参数方程:

说明: 某些分母为零时, 其分子也理解为零.

注
 意：

所过的点
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三 、两直线的夹角 锐角



例1.用对称式及参数式表示直线

解: 先在直线上找一点.
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再求直线的方向向量
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交已知直线的两平面的法向量为
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是直线上一点
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令
 
,解方程组1x 



故所给直线的对称式方程为

参数式方程为
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解题思路:先找直线上一点;

再找直线的方向向量.
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• 三、
 

两直线的夹角

则两直线夹角
 

 满足

21 , LL设直线

                                                   

两直线的夹角指其方向向量间的夹角(通常取锐角)。

的方向向量分别为
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两直线的位置关系：



定义 直线和它在平面上的投影直线的夹
 角

 
称为直线与平面的夹角．
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四、直线与平面的夹角  0 .
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直线与平面的夹角公式

直线与平面的位置关系：
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平面束：通过定直线的所有平面的全体.

若直线L :
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则方程
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表示过直线L的平面束方程（实际上表示缺少平面(2)的
 平面束）

五、平面束
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分析：因所求直线既在平面π上又在
 

平面π的垂面上.故用直线的一般方程
 

来求.
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