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学习基本要求
 
第五章

 
相似矩阵及二次型


 

1．理解矩阵的特征值和特征向量的概念及性质，会求

 矩阵的特征值和特征向量.


 
2．理解相似矩阵的概念、性质及矩阵可相似对角化的

 充分必要条件，掌握将矩阵化为相似对角矩阵的方法.


 
3．掌握实对称矩阵的特征值和特征向量的性质．


 

4．掌握二次型及其矩阵表示，了解二次型秩的概念，

 了解合同变换与合同矩阵的概念，了解二次型的标准

 形、规范形的概念以及惯性定理．


 

5．掌握用正交变换化二次型为标准形的方法，会用配

 方法化二次型为标准形．


 

6．理解正定二次型、正定矩阵的概念，并掌握其判别

 法．



学习考研要求
 

第五章

 
相似矩阵及二次型


 

1．理解矩阵的特征值和特征向量的概念及性质，会求矩阵

 的特征值和特征向量.


 
2．理解相似矩阵的概念、性质及矩阵可相似对角化的充分

 必要条件，掌握将矩阵化为相似对角矩阵的方法.


 
3．掌握实对称矩阵的特征值和特征向量的性质．


 

4．掌握二次型及其矩阵表示，了解二次型秩的概念，了解

 合同变换与合同矩阵的概念，了解二次型的标准形、规范

 形的概念以及惯性定理．


 

5．掌握用正交变换化二次型为标准形的方法，会用配方法

 化二次型为标准形．


 

6．理解正定二次型、正定矩阵的概念，并掌握其判别法．



学习内容
 
第一节

 
向量的内积、正交

第一节
 
向量的内积及正交

1.向量的内积

(1)定义
 

设有两个n维向量

,

称

为 与 的内积
 

．

 T

naaa ,,, 21 



  T

nbbb ,,, 21 

  bababa nn 2211,



=



(2)性质

    ,, 

    ,, kk 
      ,,, 

(I)

(II)

(III)

  0,    0,  (IV) , 当且仅当
 

时

(V) 柯西-施瓦兹不等式

     ,,, 2 

其中等号成立当且仅当
 
与

 
线性相关．
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证
 明：  x ，则

  ),(,  xx 

      ,,2, 2  xx

若 0

则      ,,4,4 2   0,  当且仅当

若 0  ，显然      ,,, 2 

，令

且当且仅当 0 ，即
 

与
 

线性相关时，等号成立.
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2.向量的长度及夹角

性质

称非负实数
 

为
 

的长度或模
 

，

记作
 
，即

 
＝

 
．

  , 
    ,

定义

（I） 非负性 0 当且仅当
 

时  0

（II）齐次性  kk 

（III）三角不等式性  


柯西—布涅柯夫斯基不等式：

其中等号成立当且仅当
 
与

 
线性相关．

   ,


（IV）
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称

为任意非零向量
 

与
 

的夹角．

 

 ,arccos  0

 

定义

长度为１的向量称为单位向量．

非零向量
 

的单位化： 
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3.向量的正交


 

定
 义：
若   0,  ，称 与 正交. 

显然，零向量与任意一个向量都正交.

当 时， 与 正交0,   

  与
 

的夹角 2
 

两两正交的非零向量组
称为正交向量组 ．

 s,,, 21 

性质：正交向量组一定线性无关 ．
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4.标准正交向量组

 r ,,, 21 
两两正交，且均为单位向量

1）
 

定义
 

设向量组
 

，

r ,,, 21 
则称向量组 r ,,, 21  是标准正交向量组

2）性质：

 








ji
ji

ji ,1
,0

,

（或者规范正交向量组）
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问题是：如何把一个向量组化为标准正交向量
 组？

施密特（Schmidt）正交化方法可以把一组
线性无关的向量组化为与之等价的标准正交
向量组.

其具体的做法：
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设

 
线性无关，取 s,,, 21 
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（1）正交化
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（2）单位化




1

1
1  


2

2
2 




s

s
s 

这样，所得的向量组
 

就是与原来的
 向量组

 
等价的正交单位向量组.

s ,,, 21 
 s,,, 21 
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例1  将      1 2 3
1,2, 1 , 1,3,1 , 4, 1,0T T T       

化为标准正交向量组.

例2  已知
 

，求一组非零向量
 
，使

两两正交.

1

1
1
1


 
   
 
 

2 3, 

1 2 3, ,  

学习内容
 
第一节

 
向量的内积、正交



5.正交矩阵
(1)定义

 
设 是n 阶方阵，如果

则称
 

为n 阶正交矩阵.A
A

A

IAAAA TT 

(2)性质

(i)正交矩阵的行列式等于
 
;

(ii)正交矩阵一定可逆，且
 

;

1
TAA 1

1A A TA(iii)设
 

为正交矩阵，则
 

,  ,  ,也是正交矩阵;

(iv)正交矩阵的乘积仍是正交矩阵,但正交矩阵的
 和不一定是正交矩阵;

(v)方阵
 

为正交矩阵的充分必要条件是它的列

(行)向量组为标准正交向量组;

A
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第二节
 

方阵的特征值、特征向量

1.定义

设 为 n 阶方阵，如果存在一个数
 

以及

一个非零 n 维向量
 

，使得关系式

成立，则称
 

为
 

的一个特征值，非零向量

为 的对应于(或属于)特征值
 

的特征向量.

A 


 A





A
A


注释：

（1）
 

特征值、特征向量是相互依存的.



（2）
 

一个特征向量只能对应于一个特征值.

这是因为，若
 

是属于
 

与
 

的特征向量，即 1 2

 21 A
所以

  021  

由于 0 ，所以 21  

（3）
 

属于一个特征值的特征向量可以是无穷多个.

事实上，若  都是属于特征值
 

的特征向量，则对

)()()()(  kkAkkA 
0k ，有

即，
 

都是属于特征值
 

的特征向量.)0( kk 
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s ,,, 21  都是属于特征值
 

的特征向量

，则 Rkkk s  ,,, 21  有

)(
)(

2211

22112211

ss

ssss

kkk
AkAkAkkkkA










也即是说，只要
 

不同时为零，则skkk ,,, 21 

1 1 2 2 s sk k k    

若

也是矩阵
 

属于特征值
 

的特征向量.A 
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2. 特征值与特征向量的求法

特征矩阵

特征多项式

特征方程

(1) 特征值
 

求出
 

的特征方程
的全部根

 
，它们就是

 
的所有特征值.

(2) 特征向量
 

对于
 

的每一个特征值
 

,
求出齐次线性方程组

 
的一个

基础解系
 

, 该方程的所有非零解
，其中

 
不同时为0

即为所求的属于特征值
 

特征向量.

A
A

A

 i

 i

EA 

A E

0A E 
0A E 

  0iA E x 

siii  ,,,
21


ss iiiiii kkk  
2211 siii kkk ,,,

21


 i
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例1 求矩阵
 

A 的特征值和特征向量.
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A
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(3)














31
13

A
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解（1）

所以A的特征值为

3 1 1 0 3 1
1 3 0 1 1 3

A E


 


       
               

3 1
4 2 0

1 3
( )( )A E


  


 

     
 

1 24 2,  
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所以，属于特征值2的线性无关的特征向量为

属于特征值4的所有的特征向量为

2

1
1

p  
  
 

2 2 2 0, ( )k p k 

齐次线性方程组
的基础解系 2 0A E x 

齐次线性方程组

的所有非零解

 2 0A E x 

2 2 

 2 0A E x 

1 1 1 1
2

1 1 0 0
A E

    
        

当
 
时，因为属于特征值2的特征向量是齐次线性方

程组
 

的非零解，又因为
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（2）

所以A的特征值为

1 1 0 1 0 0 1 1 0
1 3 0 0 1 0 1 3 0
1 0 2 0 0 1 1 0 2

A E


  


         
                
              

1 2 3 2     

3

1 1 0
1 3 0 2
1 0 2

( )A E
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所以，属于特征值-2的线性无关的特征向量为

属于特征值-2的所有的特征向量为

1

0
0
1

p
 
   
 
 

1 1 1 0, ( )k p k 

齐次线性方程组
的基础解系 2 0A E x 

齐次线性方程组

的所有非零解

 2 0A E x 

1 2 3 2     

 2 0A E x 

当
 

时，因为属于特征值-2的特征向量是齐

次线性方程组
 

的非零解，又因为
1 1 0 1 0 0

2 1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0

A E
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（3）

所以A的特征值为

0 1 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 0 1 1 1

A E
     

             
          


  



1 2 31 2   ,  

2

1 1
1 1 2 1
1 1

A E


      


( )( )
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所以，属于特征值-1的线性无关的特征向量为

属于特征值4的所有的特征向量为

1 2

1 1
1 0
0 1

p p
    
       
   
   

,

1 1 2 2 1 2k p k p k k , ( , )不同时为零

齐次线性方程组
的基础解系 2 0A E x 

齐次线性方程组

的所有非零解

 2 0A E x 

1 2 1   

  0A E x 

当
 

时，因为属于特征值-1的特征向量是齐

次线性方程组
 

的非零解，又因为

1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0

A E
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(2)设 是 n 阶方阵
 

的n个特征值，
 则

 
, 

其中
 

称为方阵
 

的
 迹．

 n,,, 21 
An  21  Atrn   21

  aaaAtr nn 2211 A

A

A

A

(3)设
 

是方阵
 

的特征值，则
是 的特征值; 是 的特征值(          );
是 的特征值; 是 的特征值;

是 的特征值(     可逆）．


 TA k kA 0k
 k Ak  1 A 1

A 1 A

3. 性质

(1) n 阶方阵
 

有n个特征值(重根按重数计算).A
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(4)设
 

是方阵
 

的特征值 ，则 的多项式

的特征
值是

 
．

  IaAaAaAaAg k
k

k
k 0

1
1

1
1  
 

  aaaag k
k

k
k 0

1
1

1
1  
  

AA

(5)方阵
 

可逆的充要条件是全部特征值
 
.A 0

(6)方阵
 

的属于不同特征值 的特征向量线性

无关．

A
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例2  设3阶方阵
 

的特征值为1，-1,2，求A
23 2 2A A E 
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相似矩阵

第三节
 

相似矩阵
1. 矩阵的相似

设 和 都是n阶方阵，如果存在n阶可逆矩阵

 
，

 使

 
，则称矩阵

 
与

 
相似，

A
A B

B P
BAPP 1

(2) 性质

(i) 自反性：

 
A与A相似

对称性： 若A与B相似，则B与A相似
传递性： 若A与B相似，B与C相似，则A与C

相似.

(1) 定义

(ii)若A与B相似，则 ( ) ( )R A R B



(ii)设 n阶矩阵
 

与
 

相似，则
 

与
 

有相同的
特征多项式，从而有相同的特征值;  有相同的迹;
有相同的行列式.   

A AB B

推论：若
 

阶矩阵
 

与对角阵
 相似，则

 
是

 
的特征值.

n A },,,{ 21 ndiag  

n ,,, 21  A

推论：若
 

阶矩阵
 

与一个对角阵相似，则该对
 角阵是以

 
的特征值为对角元 .

n A
A
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问题：（1）A是否可以相似于一个对角矩阵？

（2）若可以，求对角阵
 
及可逆

 
阵 ，使得


P 1P AP  
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相似矩阵



2.  矩阵的相似对角化

(1) 充分必要条件：n 阶方阵
 

相似于对角矩阵
的充要条件是

 
有n个线性无关的特征向量.

(即
 

的
 

重特征值有
 

个线性无关的特征向量)

(2) 充分条件： 若n阶矩阵
 

有n个不同的特征值,
则

 
可相似对角化.

A

A

A
A



kk
A



(3) 具体方法：

求出n阶矩阵
 

的所有特征值
及对应的n个线性无关的特征向量

则，令 ，有

A  ,,, 21 n
 n,,, 21 

  nP ,,, 21   APP 1





















n










00

00
00

2

1

其中，
相对应
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例1  设


















001
11

100
xA

x

A

问
 

取何值时，
 

能对角化？

看上一节的3个例子，判断
 

能否对角化，如
 

果能写出可逆矩阵及对角阵.

A

学习内容
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解

所以，A的特征值是

当
 

时，一定有A的一个线性无关的特征向
 量.要使A可以相似对角化，即使A得属于特征值1
 的线性无关的特征向量有2个，也即是齐次线性方

 程组
 

的基础解系有2个解向量，即

，因为

 2

0 1
1 1 ( 1) 1
1 0

A E x


   



      



1 2 31, 1     

3 1  

  0A E x 

( ) 1R A E 
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1 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0

A E x x
    
        
      



所以，
 

时，
 

，A的属于特征值-1 的线性
 无关的特征向量有2个，A可以相似对角化.

1x   ( ) 1R A E 
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第四节
 

实对称矩阵的对角化
(1) 实对称矩阵的性质

(i)实对称矩阵的特征值都是实数 ;
(ii)实对称矩阵不同特征值对应的特征向量必正交;
(iii)n阶实对称矩阵有n个线性无关的特征向量；

10     实对称矩阵一定可以对角化

20     使
 

对角化的矩阵
 

可以是正交阵.A P



(2) 实对称矩阵的对角化

定理7  设
 

为
 

阶实对称矩阵，则必有正交阵

使
 

，其中
 
是以

 
的

个特征值为对角元的对角阵.

A

A n

P  APPAPP T1 
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推论
 

设
 

为
 

阶实对称矩阵，
 

是
 

的

重特征值，则

A n  A

k

knEAR  )(  ，从而对应于

的线性无关的特征向量恰有
 

个.

k
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实对称矩阵对角化的具体方法

（1）求出矩阵
 

的特征值
 

及重数A s ,,, 21 

（2）求出
 

所对应的齐次线性方程组

且1 2, , , sk k k 1 2 sk k k n   

i 0)(  xEA i

的基础解系
 

（即是
 

的属于特征值
 

线性无关的特征向量），利用施密特正交化方法
 

将
 

正交化单位化，得

ik ,,, 21  A i

ik ,,, 21  1 2, , ,
ikp p p

（3）将所得的
 

作为矩阵
 

的列.ip P
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例 2  设


















122
212
221

A

求正交阵
 
和

 
，使P   APPAPP T1
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解

所以，A的特征值为
 

，

当 时，

所以，A的属于特征值-1的线性无关的特征向量为：

 2
1 2 2

2 1 2 1 (5 )
2 2 1

A E


   



      



1 2 1    3 5 

1 2 1   

 
2 2 2 1 1 1
2 2 2 0 0 0
2 2 2 0 0 0

A E
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即为A的属于-1 
的标准正交特征

 向量即为

1 2

1 1
1 , 0
0 1

 
    
       
   
   

（利用Schmidt正交化方法将其正交单位化.）

令

从而

2 1
1 1 2 2 1

1 1

1
21

[ , ] 11 ,
[ , ] 2

0 1

     
 

  
   
               

  
 

1 2
1 2

1 2

11
62

1 1,
2 6

0 2
6

p p 
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当 时，

所以，A的属于特征值5的线性无关的特征向量

令
 

，即为A的属于特征值5的单位正交向量组.

3 5 

 
4 2 2 1 0 1

5 2 4 2 0 1 1
2 2 4 0 0 0

A E
    
         
      



3

1
1
1


 
   
 
 

3
3

3

1
3

1
3

1
3

p 
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1 1 1
2 6 3

1 1 1
2 6 3

1 10
6 3

P

   
 
   
 
 
 
 

令

有 1

1
1

5

TP AP P AP   
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第五节
 
二次型及其标准形

1. 实二次型及其表示

若
 

,  则称其为实二次型.

),,,( 21 xxxf nn个变量 的二次齐次多项式

＋

＋

＋

称为关于变量
 

的一个n元二次型

xxaxxaxxaxa nn 1131132112
2

111 222  
xxaxxaxa nn 223223

2
222 22  


2xa nnn

xxx n,,, 21 

 njiRaij ,,2,1, 



令 jiij aa 

),,,( 21 xxxf n nn xxaxxaxa 112112
2
111  

2
1 1 2 2n n n n nn na x x a x x a x   


2
21 2 1 22 2 2 2n na x x a x a x x   

 1 11 1 12 2 1n nx a x a x a x   

 1 1 2 2n n n nn nx a x a x a x   

 2 21 2 22 2 2n nx a x a x a x   
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11 1 12 2 1

21 1 22 2 2
1 2

1 1 2 2

, , ,

n n

n n
n

n n nn n

a x a x a x
a x a x a x

x x x

a x a x a x

   
 

     
     








 

11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

, , ,

n

n
n

n n nn n

a a a x
a a a x

x x x

a a a x

  
  
  
  
  
  





   



X

A

AXX T AAT 
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称
 

为二次型
 

的矩阵表示，其中对称
 

矩阵
 

叫做二次型的矩阵，对称矩阵
 

的秩也
 

称为二次型的秩.

Tf X AX

f

A A

任给一个二次型，就唯一地确定一个对称阵；
 

反之，任给一个对称阵，也可唯一的确定一个
 

二次型，这样，二次型与对称阵之间存在一一
 

对应的关系，因此我们也把
 

叫做对称阵
 

的二次型.

A
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A



2
1 2 11 1 12 1 2 1 1

2
22 2 23 2 3 2 2

2

( , , , ) 2 2

2 2
n n n

n n

nn n

f x x x a x a x x a x x

a x a x x a x x

a x

   

   





 




前面我们分析了下列二次型

它的矩阵表示为

 

11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

, , ,

n

n
n

n n nn n

a a a x
a a a x

x x x

a a a x

  
  
  
  
  
  





   



1 2( , , , )nf x x x
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二次型
 

的矩阵
 
的主对角线上的元素

 
是

 
二次型中平方项

 
的系数，而

 
是二次型

 
中

 
的系数的一半.

f ( )ijA a iia

2
ix ji ija a

i jx x
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例如，二次型
 

用矩阵的记
 号写出来，就是

2 2
1 3 1 2 2 33 4f x x x x x x   

1

1 2 3 2

3

1 2 0
1( , , ) 2 0
2

10 3
2

x
f x x x x

x
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2. 线性变换

称
 
个变量

 
与

 
个变量

之间的关系式

表示一个从变量
 

到变量

的线性变换，其中
 

为常数，称为线性变换的系数.

n 1 2, , , nx x x

1 2, , , ny y y

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

   
    


    







n n

n n

n n n nn n

y c x c x c x
y c x c x c x

y c x c x c x

1 2, , , nx x x 1 2, , , ny y y

（1
 ）

ijc

n
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令

1 1 11 12 1

2 2 21 22 2

1 2

, ,

n

n

n n m m mn

x y c c c
x y c c c

X Y C

x y c c c

     
     
       
     
     
     




    


则可得线性变换（1)的矩阵形式

当C可逆时，称线性变换（1）为可逆线性变换
 

或者非退化的线性变换，当C为正交矩阵时，称
 

线性变换（1）为正交变换.

Y CX
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3. 合同矩阵

(1) 定义

设
 

，
 

为n阶方阵. 如果存在可逆矩
阵 ，使

 
，则称 与 合同.

(2) 性质

(i) 自反性：
 

与
 

合同
 

;
对称性：若

 
与

 
合同，则

 
与

 
合同;

传递性：若
 

与
 

合同，
 

与
 

合同，则

A
A

A
AA

AA

B
B

B
BB

BB

C

C
C

BACCT 

与 合同.

(ii) 经过可逆(非退化)线性替换，原二次型矩阵
与新二次型矩阵合同.
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(iii)      合同，则
 

.

推论
 

经过可逆(非退化)线性替换不改变二次型的
 秩.

,A B ( ) ( )R A R B
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4  二次型的标准形

只含有平方项的二次型

称为二次型的标准形．对应的矩阵为

标准形的秩等于
 

中非零元素的个数.

  yyyf n,,, 21  ydydyd nn

22

22

2

11  

ddd n,,, 21 





















nd

d
d







00

00
00

2

1
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对于二次型，我们要讨论的主要问题是：寻求可
 

逆的线性变换使二次型化为标准型.
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定理
 

任意n元实二次型 ),,,( 21 xxxf n
AXX T 都存在正交线性替换

 
，使二

 次型
 

化为标准形:
QYX 

yyyf nn

22

22

2

11   
AXX T

YY T

),,,( 21 xxxf n

Q方法:  求出正交矩阵
 

和对角矩阵
 

, 使得
 与 合同,  即

 A

AQQT
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注:  由于
 

为正交矩阵，故
 

,

所以只需对实二次型的矩阵
 

进行正交相似对
 角化, 就可得到正交替换矩阵

 
和标准形矩阵Q

Q   AQQAQQT 1


A

例8
 

用正交线性替换法将二次型

化为标准形，并求出线性变换的矩阵. 

  xxxxxxxxxxxxf 323121
2
3

2
2

2
1321 222,, 
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5. 二次型的规范形

形如
 

,      
的标准形称为二次型的规范形．

yyyyy rpp

22

1

22

2

2

1   

其中
 

称为正惯性指数 ; 称为负惯
 性指数 ; 正惯性指数与负惯性指数之差

 称为二次型的符号差 ;       称为二次型的秩．

惯性定理
 

任何一个实二次型都可以经过实系数
的可逆线性替换化为规范形，且规范形是唯一的.

注:   标准形中正(负)系数的个数为正(负)惯性指数.

p pr 
rp 2

r

nr 
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第六节
 
配方法化标准形

  xxxxxxxxxxxxf 323121
2
3

2
2

2
1321 222,, 

例如用配方法化下列二次型为标准形

配方法是一种配完全平方的初等方法．即是
 配一次项系数一半的平方.
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第七节
 
正定二次型

(1) 定义

设
 

为实对称矩阵，对应的二次型为
, 如果对任意一组不全

为零的实数
 

都有
则称二次型

 
为正定二次型 . 二

次型的矩阵
 

为正定矩阵 .
对任意的非零向量

 
，有

 
，

 称二次型
 

为正定二次型.A为正
 定矩阵.

对任意的非零向量
 
，有

 
，

 称二次型
 

为负定二次型.A为负
 定矩阵.

),,,( 21 xxxf n AXX T

ccc n,,, 21    0,,, 21 cccf n
 xxxf n,,, 21 

A

A

0X  0TX AX 

 xxxf n,,, 21 
0X  0TX AX 

 xxxf n,,, 21 



(2) 性质

(i) 非退化线性变换不改变二次型的正定性

(ii) 若
 

为正定矩阵，则
 

,     ,     为正定矩阵; A A TA

(iii) 若
 

，
 

为正定矩阵 ，则
 
为正定矩阵;

(iv) 若
 

为正定矩阵 ，则
 

,        可逆．

A
A A

B
0A
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(3) 二次型
 

(或矩阵
 

) 
正定的充分必要条件:
(i) 的特征值全大于零 ;

(ii) 的正惯性指数为n ;
(iii) 与单位矩阵合同 ;即存在可逆矩阵

 
，使

得
 

;
(iv) 的各阶主子式均大于零.

A

AXX T),,,( 21 xxxf n

 xxxf n,,, 21 

CCA T
C

A

A

A
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设 是n阶方阵，称子式

为方阵
 

的
 

阶主子式．

aaa

aaa
aaa

A

kkkk

k

k

k







21

22221

11211



 aA ij

nk ,,2,1 

A k
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例11 t 取何值时，下列二次型为正定的.
  xxxtxxxxxxxf 3121

2
3

2
2

2
1321 222,, 
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(4) 二次型
 

(或矩阵
 

) 
负定的充分必要条件:
(i) 的特征值全小于零 ;

(ii) 的负惯性指数为n ;

(iii) 的奇数阶顺序主子式为负，偶数阶顺序
 主子式为正.

AXX T),,,( 21 xxxf n

 xxxf n,,, 21 

A

A

A
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