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第二章、导数与微分

杨永举
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（一） 导数的定义

设函数 f(x) 在 x0及其某个邻域内有定义, 当自变

量x在 x0处取得增量Δx 时,相应地函数 y取得增量

Δy=f( x0
 

+Δx ) −f ( x0
 

)

0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy
x x   

 


 
如果 存在,

在 x0
 

处可导, 或称y= f(x)在 x0
 

处有导数。该极限值就

是 f(x) 在点 x0
 

处的导数，记为

0( ),f x
0
,x xy 

0x x

dy
dx 

或
0

.
x x

df
dx 

则称函数 y= f(x)

一、导数的概念
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即
x

xfxxf
x
yy

xxxx 









)()(limlim 00
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00 h
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xf
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 导函数

很明显, .)()(
00 xxxfxf 

x
xfxxfy

x 





)()(lim
0

即
0

( ) ( )(  lim )
h

f x h f xy
h

  或

1( ) ( ) ( )
.

f x I f x
I

如果 在 内每一点都可导，则称

在开区间 内可导

2( ) ( )
( )

x I f x
f x

对于任一 ，都对应 的一个导数值，

这个函数就叫做 的导函数，简称导数，记做：

( ), ( ), ,dy df xy f x
dx dx
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注意 导数概念是概括了各种各样的变化率而得出的一个更一般、更抽

 象的概念，它撇开了变量所代表的特殊意义，而纯粹从数量方面
来刻画变化率的本质

注意 0 ,
.

x点导数是因变量在点 处的变化率 它反映了因变量随

  自变量的变化而变化的快慢程度

0 0
y y x x x
x


 


是 在以 和 为端点的区间上的平均变化

率

注意
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( )
, ( ) .

y f x I
f x I

如果函数 在开区间 内的每点

处都可导 就称函数 在开区间 内可导

, ( )
. ( ) .

( ), ( ), .

x I f x
f x

dy df xy f x
dx dx



 

对于任一 都对应着 的一个确定的

导数值 这个函数叫做原来函数 的导函数

记作 或

x
xfxxfy

x 





)()(lim
0

即

.)()(lim)(
0 h

xfhxfxf
h





或

注意

注意
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三 单侧导数

1.左导数:

;
)()(

lim
)()(

lim)( 00

0
0

0

00
0 x

xfxxf
xx

xfxf
xf

xxx 









2.右导数:

;
)()(

lim
)()(

lim)( 00

0
0

0

00
0 x

xfxxf
xx

xfxf
xf

xxx 









注意 函数 )(xf 在点 0x 处可导左导数 )( 0xf 和右

导数 )( 0xf 都存在且相等. 

注意 +
0 0( ) ( )f x f x 与 的区别
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如果 )(xf 在开区间 ba, 内可导，且 )(af 及 )(bf 都存在， 

就说 )(xf 在闭区间 ba, 上可导. 

注意

注意 ])([)( 00  xfxf ？

.

注意
0 0

0 0

( ) ( )( ) lim .
h

f x h f xf x A A
h

    若 ，则
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四、由定义求导数（三步法）

步骤: 0(1) ( ) ( );y f x x f x    求因变量增量

0 0( ) ( )(2) ;f x x f xy
x x

  


 
因变量与自变量比值

 0 0
(3) lim .

x

yf x
x

 


求比值极限

例1 .)()( 的导数为常数求函数 CCxf 

解
h

xfhxfxf
h

)()(lim)(
0




 h
CC

h




0
lim .0

.0)( C即
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例2 .)(sin)(sin,sin)(
4





x
xxxxf 及求设函数

解
h

xhxx
h

sin)sin(lim)(sin
0






2

2
sin

)
2

cos(lim
0 h

h
hx

h



.cos x

.cos)(sin xx 即

44

cos)(sin 






xx

xx .
2
2
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例3 .)( 的导数为正整数求函数 nxy n

解 h
xhxx

nn

h

n 




)(lim)(
0

]
!2

)1([lim 121

0







 nnn

h
hhxnnnx  1 nnx

.)( 1 nn nxx即

更一般地 )(.)( 1 Rxx  

例如, )( x
1

2
1

2
1 

 x .
2

1
x



)( 1 x 11)1(  x .1
2x
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例4 .)1,0()( 的导数求函数  aaaxf x

解
h

aaa
xhx

h

x 




0
lim)(

h
aa

h

h

x 1lim
0






.ln aa x

.ln)( aaa xx 即

特别地 .)( xx ee 
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例5 .)1,0(log 的导数求函数  aaxy a

解
h

xhx
y aa

h

log)(log
lim

0






x
x
h

x
h

a

h

1)1(log
lim

0







h
x

ah x
h

x
)1(loglim1

0



.log1 e

x a

.log1)(log e
x

x aa 即

特别地 .1)(ln
x

x 
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例6 .0)( 处的可导性在讨论函数  xxxf

解 xy 

x

y

o

,)0()0(
h
h

h
fhf




h
h

h
fhf

hh  



00

lim)0()0(lim ,1

h
h

h
fhf

hh





  00

lim)0()0(lim .1

),0()0(   ff即 .0)( 点不可导在函数  xxfy
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x
y

xx 


 00
limtanlimtan 

（二） 导数的几何意义

0 0( , ),M x y设

MN则割线 的斜率：tan y
x





CN M沿着曲线当 时， 0x  ，

0 0( , )M x y则曲线在 的切线的斜率为：

0( )f x

( , )N x y ，
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法线方程为 ).(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy 




时当 0)( 0  xf

切线方程为 )( 0xfy 

法线方程为 0xx 

时当  )( 0xf

切线方程为 0xx 

法线方程为 )( 0xfy 
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例7

.,

)2,
2
1(1

方程和法线方程并写出在该点处的切线斜率

处的切线的在点求等边双曲线
x

y 

解 由导数的几何意义,  得切线斜率为

2
1




x
yk

2
1)1(




xx 2
12

1



xx

.4

所求切线方程为 ),
2
1(42  xy .044  yx即

法线方程为 ),
2
1(

4
12  xy .01582  yx即
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六、可导与连续的关系

定理
 

凡可导函数都是连续函数.

证 ,)( 0可导在点设函数 xxf

)(lim 00
xf

x
y

x









 )( 0xf

x
y

)0(0  x xxxfy  )( 0

])([limlim 000
xxxfy

xx



0

.)( 0连续在点函数 xxf
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该定理的逆定理不成立.连续函数不存
 在导数举例

例9．函数
 
在区间(-, +)内连续

 
但在点

 x=0处不可导
 

这是因为函数在点x=0处导数为无穷
 大. 3

0 0

(0 ) (0) 0lim lim
h h

f h f h
h h 

  
 

x

注意

3)( xxf 
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七、小结
1. 导数的实质:  增量比的极限;

2. axf  )( 0   )( 0xf ;)( 0 axf   

3. 导数的几何意义:  切线的斜率;

4. 函数可导一定连续，但连续不一定可导;

5. 求导数最基本的方法:  由定义求导数.

6. 判断可导性

不连续,一定不可导.

连续
直接用定义;

看左右导数是否存在且相等.
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思考与练习

1.
 

函数
 
在某点

 
处的导数)(xf 0x )( 0xf  )(xf 

区别: )(xf  是函数 , )( 0xf  是数值;

联系:   0
)( xxxf )( 0xf 

注意:

有什么区别与联系 ?

])([)( 00  xfxf ？

与导函数
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2.
 

设 )( 0xf  存在 , 则

.________)()(lim 00
0




 h
xfhxf

h

3.
 

已知 ,)0(,0)0( 0kff  则 .____)(lim
0


 x

xf
x

)( 0xf 

0k

4.
 

若 ),( x 时, 恒有 ,)( 2xxf  问 )(xf 是否在

0x 可导?
解: 由题设 )0(f 0

0
)0()(




x
fxf x0

由夹逼准则
0

)0()(lim
0 


 x

fxf
x

0

故 )(xf 在 0x
可导, 且

0)0( f
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5.
 

设





 0,

0,sin)( xxa
xxxf , 问 a 取何值时, )(xf  在

),(  都存在 , 并求出 .)(xf 

解:

 )0(f
0

0sinlim
0 


 x

x
x

1

 )0(f
0
0lim

0 


 x
xa

x
a

故 1a 时 ,1)0( f 此时 )(xf  在 ),(  都存在, 

 )(xf
0,cos xx
0,1 x

显然该函数在 x = 0 连续 .
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解:
 

因为

5.
 

设 )(xf  存在, 且 ,1
2

)1()1(lim
0




 x
xff

x
求 ).1(f 

x
xff

x 2
)1()1(lim

0




所以 .2)1( f

x
fxf

x 2
)1()1(lim

0






)(
)1())(1(lim

2
1

0 x
fxf

x 





1)1(
2
1

 f
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作业：作业：P87 P87 
9:(4,6,7);16;17;18.9:(4,6,7);16;17;18.
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一、和、差、积、商的求导法则

定理

并且可导

处也在点分母不为零们的和、差、积、商

则它处可导在点如果函数

,
)(

,)(),(
x

xxvxu

).0)((
)(

)()()()(]
)(
)([)3(

);()()()(])()([)2(
);()(])()([)1(

2 








xv
xv

xvxuxvxu
xv
xu

xvxuxvxuxvxu
xvxuxvxu

2.2、函数的求导法则
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注意

公式（1）即是和、差的导数等于导数的和、差；
公式（2）即是乘积的导数等于第一个因子的导数乘以第二

 个因子再加上第一个因子乘第二个因子的导数；
公式（3）即是商的导数等于分子的导数乘以分母减去分子乘

 以分母的导数，再除以分母的平方；

公式（1）可推广到任意有限个可导函数的情形

;)(])([
11





n

i
i

n

i
i xfxf

公式（2）也可推广到任意有限个函数的情形

wuvwvuvwuuvw )(
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;)()(

)()()(

)()()(])([

1 1

21

21
1

















n

i

n

ik
k

ki

n

n

n

i
i

xfxf

xfxfxf

xfxfxfxf





④
 
作为（2）的特殊情况

uccucv  )(，则若 );(])([ xfCxCf 或

即常数因子可以提到导数符号的外面

)(])([
11

xfkxfk
n

i
iii

n

i
i 
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例1
3 22 5 3 7 .y x x x   求 的导数

解        3 2

2

2 5 3 7

6 10 3.

y x x x

x x

       

  

例2 3  ( ) 4cos sin , ( ) ( ).
2 2

f x x x f x f     求 及

3 2

2

 ( ) ( ) (4cos ) (sin ) 3 4sin
2

 3( ) 4.
2 4

f x x x x x

f



 

       

  

解
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例3  sin cos .xy e x x 求 的导数

解

     
   
2 sin cos sin cos

sin cos sin cos

2 cos .

x x

x x

x

y e x x e x x

e x x e x x

e x

    

   



例4 .tan 的导数求 xy 

解 )
cos
sin()(tan 

x
xxy
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x
xxxx

2cos
)(cossincos)(sin 



x
xx

2

22

cos
sincos 

 x
x

2
2 sec

cos
1



.sec)(tan 2 xx 即

同理可得 .csc)(cot 2 xx 

例5 yxy  求sec

解









x
y

cos
1

x
x

2cos
)(cos 

 xx
xx

x tansec
cos

1
cos
sin



同理可得 xxx cotcsc)(csc 
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三、反函数的导数

定理

.
)(

1)(

,
)(,0)(

)(

x
xf

I
xfyy

Iyx

x

y








且有内也可导

在对应区间那末它的反函数且

内单调、可导在某区间如果函数

即
 

反函数的导数等于直接函数导数的倒数.
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例6 .arcsin 的导数求函数 xy 

解 ,)
2

,
2

(sin 内单调、可导在


 yIyx

,0cos)(sin  yy且 内有在 )1,1( xI

)(sin
1)(arcsin




y
x

ycos
1


y2sin1

1


 .
1

1
2x



同理可得 .
1

1)(arccos
2x

x




;
1

1)(arctan 2x
x


 .

1
1)cot( 2x

x


arc
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例7 arctan .y x求函数 的导数

解 tan ( , ) ,
2 2yx y I  

    在 内单调、可导

2(tan ) sec 0,y y  且 ( , ) ,xI   在 内有

2 2 2

1 1 1 1(arctan )
(tan ) sec 1 tan 1

x
y y y x

    
  

类似地
2

1( cot ) .
1

arc x
x
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例8 .log 的导数求函数 xy a

解 ,),( 内单调、可导在  y
y Iax

,0ln)(  aaa yy且 ,),0( 内有在  xI

)(
1)(log


 ya a
x

aa y ln
1

 .
ln
1

ax


特别地 .1)(ln
x

x 
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四、复合函数的求导法则

前面我们已经会求简单函数——基本初等函数经
 有限次四则运算的结果——的导数，但是像

1
2sin,,tanln 2

2

x
xex x

等函数（复合函数）是否可导，可导的话，如何求
它们的导数

先看一个例子

例8  yxy  ，求22 )1(
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22 )1( xy  4221 xx 
344 xxy  )1(4 2xx 

这里我们是先展开，再求导，若像 10002 )1( xy 
求导数，展开就不是办法，再像 5 21 xy 

求导数，根本无法展开，又该怎么办？

仔细分析一下，这三个函数具有同样的复合结构

我们从复合函数的角度来分析一下上例的结果。

22 )1( xy  复合而成的和是由 22 1 xuuy 

uyu 2 xux 2

)1(4)2(2 2xxxuuy xu  xy
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再如 xy 2sin

)cossin2(  xxy ])(cossincos)[(sin2  xxxx

)sin(cos2 22 xx  x2cos2

注意到 xy 2sin xuuy 2,sin 

uyu cos 2xu
uuy xu cos2 x2cos2 xy

由以上两例可见：由 )(),( xuufy  复合

而成的函数 )]([ xfy  的导数 xy 恰好等于 y
对中间变量 u 的导数 uy 与中间变量 u 对自变量
x 的导数 xu 的乘积

xux uyy  ——这就是链式法则
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定理

).()(

,
)]([,)(

)(,)(

00

0

00

0

0
xuf

dx
dy

x
xfyxu

ufyxxu

xx 







且其导数为可导

在点则复合函数可导在点

而可导在点如果函数

即
 

因变量对自变量求导,等于因变量对中间变量
 求导,乘以中间变量对自变量求导.(链式法则)

dx
du

du
dy

dx
dyI

xfyIxuIx
IufyIxu







上可导，且有在

则复合函数

上可导在上可导，在若

)]([,)(,
)()(

1

1
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证 ,)( 0可导在点由 uufy  )(lim 00
uf

u
y

u








)0lim()(
00 







u
uf

u
y

故

uuufy  )( 0则

x
y

x 



 0

lim ])([lim 00 x
u

x
uuf

x 









x
u

x
uuf

xxx 






 0000 limlimlim)(

).()( 00 xuf 
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注意 1.链式法则——“由外向里，逐层求导”

2.注意中间变量

推广 ),(),(),( xvvuufy  设

.

)]}([{

dx
dv

dv
du

du
dy

dx
dy

xfy



 的导数为则复合函数 

例9
2

.xy e求函数 的导数

解 函数
3xey 可看做是由

 
复合而成的

 
因此3,uy e u x 

322 33 xu exxe
dx
du

du
dy

dx
dy 
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例10 2

2sin .
1

xy
x




求函数 的导数

解
2

2

2sin sin ,
1

2
1

xy y u
x

xu
x

 





函数 可看做是由

复合而成，因
2 2

2 2

2(1 ) (2 )cos ,
(1 )

dy du x xu
du dx x

 
 


因此

2 2 2

2 2 2 2 2

2(1 ) (2 ) 2(1 ) 2cos cos .
(1 ) (1 ) 1

dy dy du x x x xu
dx du dx x x x
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例11 lnsin .y x求函数 的导数

解

例12
1

2 3(1 2 ) .y x 求函数 的导数

解

1 1(lnsin ) (sin ) cos cot .
sin sin

dy x x x x
dx x x

      

1
2 3

2
2 23

2 23

[ (1 2 ) ]

1 (1 2 ) (1 2 )
3

4 .
3 (1 2 )

d y x
d x

x x

x
x
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例13  lncos .xy e
dy

求函数 的导数
dx

解

例14 .
1sin
的导数求函数 xey 

解 )1(sin
1sin


x

ey x )1(1cos
1sin


xx

e x

.1cos1 1sin

2 x
e

x
x 

1[lncos( )] [cos( )]
cos( )

1 [ sin( )] ( ) tan( ).
cos( )

x x
x

x x x x
x

dy e e
dx e

e e e e
e
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例13 .sinh 的导数求 xy 

解 ])(
2
1[)(sinh  xx eexy )(

2
1 xx ee  .coshx

同理可得 xx sinh)(cosh  x
x 2cosh

1)(tanh 

例15  求幂函数
 

的导数

)(  xy   xe ln

)ln(ln  xe x 

x
x 1

  1 x

 0x x 
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注意 基本初等函数的导数公式和上述求导法则
是初等函数求导运算的基础，必须熟练掌握

复合函数求导的链式法则是一元函数微分
学的理论基础和精神支柱，要深刻理解，熟
练应用——注意不要漏层

对于分段函数求导问题：在定义域的各个部
分区间内部，仍按初等函数的求导法则处理，
在分界点处须用导数的定义仔细分析，即分别
求出在各分界点处的左、右导数，然后确定导
数是否存在。

注意

注意
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五、初等函数的求导问题

1.常数和基本初等函数的导数公式

xxx
xx

xx
C

tansec)(sec
sec)(tan

cos)(sin
0)(

2







xxx
xx

xx
xx

cotcsc)(csc
csc)(cot

sin)(cos
)(

2

1





  

ax
x

aaa

a

xx

ln
1)(log

ln)(





x
x

ee xx

1)(ln

)(
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2

2

1
1)(arctan

1
1)(arcsin

x
x

x
x







2

2

1
1)cot(

1
1)(arccos

x
x

x
x







arc

2.函数的和、差、积、商的求导法则

设 )(),( xvvxuu  可导，则

（1） vuvu )( , （2） uccu )(

（3） vuvuuv )( , （4） )0()( 2 


 v
v

vuvu
v
u .

(  是常数)C 
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3.复合函数的求导法则

).()()(

)]([)(),(

xufxy
dx
du

du
dy

dx
dy

xfyxuufy









或导数为

的则复合函数而设

利用上述公式及法则初等函数求导问题可完全解
 决.

注意:初等函数的导数仍为初等函数.

4.双曲函数与反双曲函数的导数
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xx cosh)(sinh  xx sinh)(cosh 

x
xx

cosh
sinhtanh 

x
xxx 2

22

cosh
sinhcosh)(tanh 



即
x

x 2cosh
1)(tanh 

)1ln(sinh 2xxx  ar

2

2

1
)1()sinh(

xx
xxx




 ar
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)
1

1(
1
1

22 x
x

xx 





21
1

x


同理
1

1
2 


x

ar )cosh( x

21
1
x

ar )tanh( x
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五、小结
注意: );()(])()([ xvxuxvxu  .

)(
)(]

)(
)([

xv
xu

xv
xu






分段函数求导时,  分界点导数用左右导数求.

反函数的求导法则（注意成立条件）;

复合函数的求导法则
（注意函数的复合过程,合理分解正确使用链

 导法）;
已能求导的函数:可分解成基本初等函数,或常

 数与基本初等函数的和、差、积、商.

关键:  正确分解初等函数的复合结构.
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  1.     若 )(uf 在 0u 不可导， )(xgu  在 0x 可导，且

)( 00 xgu  ，则 )]([ xgf 在 0x 处（          ）． 
（1）必可导；（2）必不可导；（3）不一定可导；

1 0
2. ( ) , ( ).1

0 0
x

x x
f x f xe

x

    
 

设  求

 

[ (sin )] .n n ny f x3.求函数 的导数
 

 

思考与练习

作业：作业：P98 P98 
7:(3,7,6,8);8:(3,4,6,10);7:(3,7,6,8);8:(3,4,6,10);

11(3,5,9,10).11(3,5,9,10).
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2.3高阶导数
一、高阶导数的定义

定义

.)())((,

)()(lim))((

,)()(

0

处的二阶导数在点为函数则称存在

即处可导在点的导数如果函数

xxfxf
x

xfxxfxf

xxfxf

x











.)(,),( 2

2

2

2

dx
xfd

dx
ydyxf 或记作
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二阶导数的导数称为三阶导数, .,),( 3

3

dx
ydyxf 

三阶导数的导数称为四阶导数, .,),( 4

4
)4()4(

dx
ydyxf

记作阶导数的函数

阶导数的导数称为的函数一般地

,)(
1)(,

nxf
nxf 

.)(,),( )()(
n

n

n

n
nn

dx
xfd

dx
ydyxf 或

二阶和二阶以上的导数统称为高阶导数.
.)(;)(, 称为一阶导数称为零阶导数相应地 xfxf 
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二、高阶导数求法举例

1.直接法:由高阶导数的定义逐步求高阶导数.
例1 , .y ax b y 设 求

解 , 0.y a y  

2cos , sin .s t s t     

例2 sin , .s t s 设 求
解
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例3．证明
 

函数

证明
 

因为

22 xxy  满足关系式
3 1 0.y y 

22 2
1

22
22

xx
x

xx
xy







2
2

2

2
22

22)1(2

xx
xx
xxxx

y







)2()2(
)1(2
22

22

xxxx
xxx

 3

2
3

2

1

)2(

1
yxx






3 1 0.y y   所以
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,,3 xaeay 

例4. 设 求

解:

特别有:

,xaey  .)(ny

,xaeay  ,2 xaeay 
xann eay )(

xnx ee )()(
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例5 .,sin )(nyxy 求设 

解 xy cos )
2

sin( 
 x

)
2

cos( 
 xy )

22
sin( 




 x )
2

2sin( 
 x

)
2

2cos( 
 xy )

2
3sin( 
 x


)

2
sin()( 

 nxy n

同理可得 )
2

cos()(cos )( 
 nxx n



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

注意 求n阶导数时,求出1-3或4阶后,不要急于合并,分析结
 果的规律性,写出n阶导数.(数学归纳法证明)——逐阶求导

 ，寻求规律，写出通式

例6 .),1ln( )(nyxy 求设 

解 x
y




1
1

2)1(
1
x

y




3)1(
!2
x

y



4

)4(

)1(
!3
x

y





)1!0,1(

)1(
)!1()1( 1)( 




  n
x

ny n
nn
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例7 .),( )(nyRxy 求设  

解 1 xy

)( 1  xy 2)1(  x

))1(( 2  xy 3)2)(1(  x


)1()1()1()(   nxny nn 

则为自然数若 ,n
)()( )( nnn xy  ,!n )!()1(  ny n .0
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2. 高阶导数的运算法则:
则阶导数具有和设函数 ,nvu

)()()()()1( nnn vuvu 
)()()()2( nn CuCu 

)()()()( nnn vuvu  

)()(

0

)()()(

)2()1()()(

!
)1()1(

!2
)1()()3(

kkn
n

k

k
n

nkkn

nnnn

vuC

uvvu
k

knnn

vunnvnuvuvu





















莱布尼兹公式
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例8 ., )20(22 yexy x 求设 

解 则由莱布尼兹公式知设 ,, 22 xveu x 

0)()(
!2

)120(20
)()(20)(

2)18(2

2)19(22)20(2)20(








xe

xexey

x

xx

22
!2
1920

22202

218

2192220








x

xx

e

xexe

)9520(2 2220  xxe x
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3.间接法:利用已知的高阶导数公式, 通过四则

运算, 变量代换等方法, 求出n阶导数.
常用高阶导数公式

)0(ln)()1( )(  aaaa nxnx xnx ee )()(

)
2

sin()(sin)2( )( 
 nkxkkx nn

)
2

cos()(cos)3( )( 
 nkxkkx nn

nn xnx   )1()1()()4( )( 

n
nn

x
nx )!1()1()(ln)5( 1)( 

 
1

)( !)1()1(  n
nn

x
n

x
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例9 .,
1

1 )5(
2 y

x
y 求设




解 )
1

1
1

1(
2
1

1
1

2 








xxx
y

]
)1(

!5
)1(

!5[
2
1

66
)5(









xx

y

]
)1(

1
)1(

1[60 66 





xx
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例10 .,cossin )(66 nyxxy 求设 

解
3232 )(cos)(sin xxy 

)coscossin)(sincos(sin 422422 xxxxxx 

xxxx 22222 cossin3)cos(sin 

x2sin
4
31 2

2
4cos1

4
31 x


x4cos
8
3

8
5


).
2

4cos(4
8
3)( 

 nxy nn
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例11 试从
ydy

dx



1

导出

① 32

2

)( y
y

dy
xd






② 5

2

3

3

)(
)(3

y
yyy

dy
xd






解 )()( yxxyy  yxy 

① 得由
ydy

dx



1

)1()(2

2

ydy
d

dy
dx

dy
d

dy
xd
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dy
dx

ydx
d




 )1(
y

y
y 






1

)(
1

2 3)( y
y





② )( 2

2

3

3

dy
xd

dy
d

dy
xd
 ]

)(
[ 3y

y
dy
d






dy
dx

y
y

dx
d





 ]
)(

[ 3

yy
yyyyy








1

)(
)(3)(

6

23

5

2

)(
)(3

y
yyy








南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

注意 关于抽象函数求导数，必须注意并分清是对哪

一个变量来求导数，尤其是求高阶导数。

yy
dx

yd
dx
dy  ,,, 2

2

都是对 x 求导

)(])([ 22 xfxf 

注意

注意
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三、小结

高阶导数的定义及物理意义;

高阶导数的运算法则(莱布尼兹公式);

n阶导数的求法;
1.直接法; 2.间接法.
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思考与练习

1.设
 
连续，且)( xg  2( ) ( ) ( ),f x x a g x 

求
 

.)(af 

2. 设 ,3)( 23 xxxxf  求使 )0()( nf

存在的最高阶数 .n
作业：作业：P103 P103 

1:(3,4,6,9,12);3;10.1:(3,4,6,9,12);3;10.
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隐函数与参量函数微分法

一、隐函数的导数

定义: .)( 称为隐函数由方程所确定的函数 xyy 
.)( 形式称为显函数xfy 

0),( yxF )(xfy  隐函数的显化

问题:隐函数不易显化或不能显化如何求导?
隐函数求导法则:

用复合函数求导法则直接对方程两边求导.

2.4、隐函数的导数
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)(0),( xyyyxF  确定了一元隐函数设

得代入将 0),()(  yxFxyy 0)](,[  xyxFu

0
dx
du

则

两边对 x 求导，当遇到 y 的函数 f(y)时

)]([ yf
dx
d

要求的是 )( yfz 记

xyz 

dx
dy

dy
dz

dx
dz


dx
dyyf  )(
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将求出的这些导数代入 0
dx
du

得到关于
dx
dy

的代数方程，

即为所求解得 ),( yxg
dx
dy



至于隐函数求二阶导数，与上同理

求导两边再对在 xyxg
dx
dy ),(

),,(2

2

yyxG
dx

yd  代入再将 ),( yxg
dx
dy
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例1
0

.

yxy e e
dy
dx

  求由方程 所确定的隐函数

的导数

解 ,求导方程两边对 x

0ydy dyy x e
dx dx

  

解得

 0 .y
y

dy y x e
dx x e
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例2. 求由方程 032 75  xxyy

)(xyy  在 x = 0 处的导数 .0d
d

xx
y

解: 方程两边对 x 求导

 )32(
d
d 75 xxyy
x

得 x
yy

d
d5 4

x
y

d
d2 1 621x 0

25
211

d
d

4

6





y

x
x
y

因 x = 0 时 y = 0 ,  故
2
1

0d
d

xx
y

0

确定的隐函数
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例3. 求椭圆 1
916

22
 yx

在点 )3,2( 2
3 处的切线方程.

解: 椭圆方程两边对 x 求导

8
x yy 

9
2

0

y 2
32

3



x
y y

x
16
9

 2
32

3



x
y 4

3

故切线方程为 3
2
3y

4
3 )2( x

即 03843  yx
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例4. 求由方程
1sin 0
2

x y y   y 的二阶导数.

解: 方程两边对 x 求导

11 cos 0
2

dy dyy
dx dx

   

所确定的函数

于是

ydx
dy

cos2
2






上式两边再对x求导
 

得

322

2

)cos2(
sin4

)cos2(

sin2

y
y

y
dx
dyy

dx
yd
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补证反函数的求导法则

为其反函数为直接函数，设 )()( xfyyx  

隐函数

确定的一个可视为由方程 0)()(  yxxfy 

由隐函数的微分法则

求导得两边对方程 xyx )(

dx
dyy  )(1 

)(
1

ydx
dy
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二、对数求导法

有时会遇到这样的情形，即虽然给出的是显函数

但直接求导有困难或很麻烦

观察函数 .,
)4(

1)1( sin
2

3
x

x xy
ex

xxy 





注意
先在方程两边取绝对值再求对数,  然后利用隐函数的求

 导方法求出导数. 目的是利用对数的性质简化求导运算
 。

适用范围:

( )( ) .v xu x

1.多个相对复杂函数相乘、乘方、开方的情形；

2.幂指函数 的情形
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例5. 求 )0(sin  xxy x 的导数 . 

解:  两边取对数 , 化为隐式

xxy lnsinln 

两边对 x 求导

y
y

1
xx lncos 

x
xsin

)sinlncos(sin

x
xxxxy x 
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)4)(3(
)2)(1(





xx
xxy

u
uu


)ln(


2
1ln y

对 x 求导


2
1


y
y

)4)(3(
)2)(1(

2
1





xx
xxy  

4
1

3
1

2
1

1
1










 xxxx

两边取对数

2ln1ln  xx 4ln3ln  xx


1
1

x 2
1
x 3

1



x


4

1



x

例6. 求 的导数
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一般地

)0)(()()( )(  xuxuxf xv

)(ln)()(ln xuxvxf 

)(
)(

1)(ln xf
dx
d

xf
xf

dx
d

又

)(ln)()( xf
dx
dxfxf 

]
)(

)()()(ln)([)()( )(

xu
xuxvxuxvxuxf xv 
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三、由参数方程所确定的函数的导数

.

,
)(
)(

定的函数称此为由参数方程所确

间的函数关系与确定若参数方程 xy
ty
tx










例如







,
,2

2ty
tx

2
xt  消去参数

22 )
2

( xty 
4

2x
 xy

2
1



问题: 消参困难或无法消参如何求导?
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,
)(
)(
中在方程








ty
tx

),()( 1 xttx   具有单调连续的反函数设函数

)]([ 1 xy   ——参量函数

,0)(,)(),(  ttytx  且都可导再设函数

由复合函数及反函数的求导法则得

dx
dt

dt
dy

dx
dy



dt
dxdt

dy 1


)(
)(

t
t








dt
dx
dt
dy

dx
dy

即
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,
)(
)(
二阶可导若函数








ty
tx

)(2

2

dx
dy

dx
d

dx
yd


dx
dt

t
t

dt
d )

)(
)((





容易漏掉

)(
1

)(
)()()()(

2 tt
tttt












.
)(

)()()()(
32

2

t
tttt

dx
yd







即
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tby
tax

sin
cos

4
 t

t
a
b

ta
tb

ta
tb

dx
dy cot

sin
cos

)cos(
)sin( 









例7
 

求椭圆 在相应于 点处的切线方程
 



解

所求切线的斜率为
a
b

dx
dy

t 
4




2
2

4
 cos0 aax  

2
2

4
sin0 bby  

切点的坐标为





所求切线方程为 2 2( )
2 2

by b x a
a

   

即 2 0.bx ay ab  
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五、小结

隐函数求导法则: 直接对方程两边求导;

对数求导法: 对方程两边取对数,按隐函数的求
 导法则求导;

参数方程求导:  实质上是利用复合函数求导法则;

相关变化率: 通过函数关系确定两个相互依赖的
 变化率; 解法:

 
通过建立两者之间的关系, 用链

 式求导法求解.
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思考与练习

1.设







)(
)(

ty
tx




，由
)(
)(

t
ty x 





   )0)((  t

可知
)(
)(

t
ty x 





 ，对吗？ 

tan
3

ln 2

22. (sin ) , .
(2 )

x
x

x xy x y
x x

  


设 求

3. ,xy x e 设 求其反函数的导数.
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作业：作业：P112 P112 
3:(1,2);4:(1,3);6;8.3:(1,2);4:(1,3);6;8.
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一，微分的定义

定义

.),(

,)(
,)(

),(
)()()(

,
,)(

00 0

0

0

00

00

xAdyxdfdy

xxxfy
xAxxfy

xA
xoxAxfxxfy

xxx
xfy

xxxx 











 即或记作

的微分相应于自变量增量在点

为函数并且称可微在点

则称函数无关的常数是与其中成立

如果在这区间内及

在某区间内有定义设函数

.的线性主部叫做函数增量微分 ydy  (微分的实质)



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

注意：由定义可知:

;)1( 的线性函数是自变量的改变量 xdy 

;)()2( 高阶无穷小是比 xxodyy 

;,0)3( 是等价无穷小与时当 ydyA 

dy
y

xA
xo




)(1 ).0(1  x

;)(,)4( 0有关和但与无关的常数是与 xxfxA 

).(,)5( 线性主部很小时当 dyyx 
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二、可微的条件

定理

).(,)(
)(

00

0

xfAxxf
xxf

且处可导在点数

可微的充要条件是函在点函数

证 (1) 必要性 ,)( 0可微在点xxf

),( xoxAy  ,)(
x
xoA

x
y










x
xoA

x
y

xx 








)(limlim
00

则 .A

).(,)( 00 xfAxxf 且可导在点即函数
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(2) 充分性 ,)( 0可导在点函数 xxf

),(lim 00
xf

x
y

x








,)( 0 

 xf

x
y

即

),()( 0 xxxfy 从而 ),0(0  x

),()( 0 xoxxf 

.)(,)( 00 Axfxxf 且可微在点函数

).(. 0xfA  可微可导

.)(),(,
,)(

xxfdyxdfdy
xxfy




即或记作微分

称为函数的的微分在任意点函数
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由微分的定义及上述定理可知 处可导在若 0)( xxf
xxfdyxxf )()( 00 处可微，且在则

时当 0)( 0  xf 1
)(

limlim
000





 xxf

y
dy

y
xx 




)0(~  xdyy  )( yodyy  

y
xxfy

y
dyy

xx 







)(limlim 0
00



























x
y
xf

x




)(1lim 0
0

0
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这表明 的条件下在 0)( 0  xf 时当 0x dyy 

不仅是比 x 高阶的无穷小，而且也是比 y
高阶的无穷小，因此 的主要部分是 ydy 

.,
,

xdxdx
xx




即记作

称为自变量的微分的增量通常把自变量

.)( dxxfdy  ).(xf
dx
dy 

".". 微商导数也叫该函数的导数

之商等于与自变量的微分即函数的微分 dxdy
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三，微分的几何意义

几何意义:(如图)

x

y

o

)(xfy 

0x

M

T

）
xx 0

P 

N

x

ydy

)( xo 

.

,

对应的增量

就是切线纵坐标

坐标增量时

是曲线的纵当

dy
y

.
,,

MNMP
Mx

可近似代替曲线段切线段

的附近在点很小时当 
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四，微分的求法

dxxfdy )(

求法: 计算函数的导数,  乘以自变量的微分.

1.基本初等函数的微分公式

xdxxxdxdxxxd
xdxxdxdxxd

xdxxdxdxxd
dxxxdCd

cotcsc)(csctansec)(sec
csc)(cotsec)(tan
sin)(coscos)(sin

)(0)(

22

1
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dx
x

xarcddx
x

xd

dx
x

xddx
x

xd

dx
x

xddx
ax

xd

dxeedadxaad

a

xxxx

22

22

1
1)cot(

1
1)(arctan

1
1)(arccos

1
1)(arcsin

1)(ln
ln
1)(log

)(ln)(

















2. 函数和、差、积、商的微分法则

2)()(

)()(

v
udvvdu

v
ududvvduuvd

CduCuddvduvud
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例1 .),ln(
2

dyexy x 求设 

解 ,21
2

2

x

x

ex
xey




 .21

2

2

dx
ex
xedy

x

x






例2 .,cos31 dyxey x 求设 

解 )(cos)(cos 3131 xdeedxdy xx  

.sin)(cos,3)( 3131 xxee xx  

dxxedxexdy xx )sin()3(cos 3131  

.)sincos3(31 dxxxe x  
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五、微分形式的不变性

),()( xfxfy  有导数设函数

;)(,)1( dxxfdyx 是自变量时若

则微函数

的可即另一变量是中间变量时若

),(
,)2(

tx
tx



,)( dxdtt  .)( dxxfdy 

结论：

的微分形式总是

函数是自变量还是中间变量无论

)(
,

xfy
x

 dxxfdy )(

微分形式的不变性
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例3 .),12sin( dyxy 求设 

解 sin , 2 1.y u u x  
ududy cos )12()12cos(  xdx

dxx 2)12cos(  .)12cos(2 dxx 

例4
2

ln(1 ), .xy e dy 设 求

解
2 2

2

2 2

2 2

2

2

2

1ln(1 ) (1 )
1

1 1( ) 2
1 1
2
1

x x
x

x x
x x

x

x

dy d e d e
e

e d x e xdx
e e

xe dx
e
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例6. 在下列括号中填入适当的函数使等式成立:

xxd)             d()1( 
tt dcos)                  d()2( 

2
2
1 x

tsin1

说明: 上述微分的反问题是不定积分要研究的内容.

C

C

注意: 数学中的反问题往往出现多值性.

  2 2 21 1 1( ) ( ), ( )
2 2 2

xdx d x d x d x xdx  1因为 即解

  1 12 cos  (sin  ) ( sin  )tdt d t d t  
 

 因为
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六、微分在近似计算中的应用

1.计算函数的近似值

;)().1( 0附近的近似值在点求 xxxf 

)()( 00 xfxxfy  .)( 0 xxf 

.)()()( 000 xxfxfxxf  )( 很小时x

;0)().2( 附近的近似值在点求 xxf

.,00 xxx 令

,)()()( 000 xxfxfxxf 

.)0()0()( xffxf 
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2.常用近似公式 )( 很小时x

.)1ln()5(
;1)4();(tan)3(

);(sin)2(;111)1(

xx
xexxx

xxxx
n

x
x

n






为弧度

为弧度

证明 ,1)()1( n xxf 设 ,)1(1)(
11


 nx

n
xf

.1)0(,1)0(
n

ff 

xffxf )0()0()(  .1
n
x





南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

七、小结

★ 微分学所要解决的两类问题:
函数的变化率问题 导数的概念

函数的增量问题 微分的概念

求导数与微分的方法,叫做微分法.

研究微分法与导数理论及其应用的科学,叫
 做微分学.

★ 导数与微分的联系: .可微可导
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例7. 有一批半径为1cm 的球 , 为了提高球面的光洁度,

解: 已知球体体积为 3
3
4 RV 

镀铜体积为 V 在 01.0,1  RR 时体积的增量 ,V

VV d
01.0

1



R

R RR  24
01.0

1



R

R

)(cm13.0 3

因此每只球需用铜约为

16.113.09.8  ( g )

用铜多少克 . )cmg9.8:( 3铜的密度

估计一下, 每只球需要镀上一层铜 , 厚度定为 0.01cm , 
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已知 3030
3606
  

求函数值的近似公式
 

f(x0 x)f(x0 )f (x0 )x

例8
 

利用微分计算sin 3030的近似值


 

sin x0 
 

cos x0 xsin 3030sin(x0 x)

解

3606
 cos

6
 sin  

5076.0
3602

3
2
1   

6
 

0
x 

360
x 
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例9．计算
 
的近似值

解
 

已知

11.05 1 0.05 1 0.05 1.025
2

     

11 1 ,n x x
n

   故

直接开方的结果是

1 .0 5 1 .0 2 4 7 0 .

05.1
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★ 导数与微分的区别:

.,,
,))((

),()(.1

00

00

它是无穷小实际上定义域是

它的的线性函数是而微分

处的导数是一个定数在点函数

R
xxxxfdy

xfxxf




))((limlim 00
00

xxxfdy
xxxx




 .0

.
))(,()()(

)(,))(,(
)()(,.2

0

000

000

0

的纵坐标增量方程在点

处的切线在点是曲线

而微处切线的斜率点

在是曲线从几何意义上来看

x
xfxxfyxx

xfdyxfx
xfyxf









南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

近似计算的基本公式

,很小时当 x

00 xxxx dyy   .)( 0 xxf 

),()()()( 000 xxxfxfxf 

,0时当 x
.)0()0()( xffxf 
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思考与练习

    1.因为一元函数 )(xfy  在 0x 的可微性与可

导性是等价的，所以有人说“微分就是导数，导

数就是微分”，这说法对吗？ 

2 设 ( )y y x 是由方程
3 3 sin 3 6 0x y x y    确定，

求 0d .xy   

 
作业：作业：P123  3:(3,7,6,8);P123  3:(3,7,6,8);

P124  4;10.P124  4;10.
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