


引 言
随机变量及其所伴随的概率分布全面描述了随机

现象的统计性规律。

概率论的许多问题中，随机变量的概率分布通常

是已知的，或者假设是已知的，而一切计算与推理都

是在这已知是基础上得出来的。

但实际中，情况往往并非如此，一个随机现象所

服从的分布可能是完全不知道的，或者知道其分布概

型，但是其中的某些参数是未知的。



引 言
例如：

某公路上行驶车辆的速度服从什么分布是未知的；

电视机的使用寿命服从什么分布是未知的；

产品是否合格服从两点分布，但参数——合格率p是
未知的；

数理统计的任务则是以概率论为基础，根据试验

所得到的数据，对研究对象的客观统计规律性做出合

理的推断。



从本章开始，我们学习数理统计的基础知识。数

理统计的任务是以概率论为基础，根据试验所得到的

数据，对研究对象的客观统计规律性作出合理的推断.

数理统计所包含的内容十分丰富，本书介绍其中的参

数估计、假设检验等内容.本章主要介绍数理统计的

一些基本术语、基本概念、重要的统计量及其分布，

它们是后面各章的基础。

学习的基本内容



样本与统计量

总体与样本

在数理统计中，把研究对象的全体称为总体

（population)或母体，而把组成总体的每个单元

称为个体。

抽样

要了解总体的分布规律，在统计分析工作中，往往

是从总体中抽取一部分个体进行观测，这个过程称为抽

样。



样本与统计量
子样

子样 是n个随机变量，抽

的观测数据 称为样本值或子样观

在抽取过程中，每抽取一个个体，就是对总体X进
行一次随机试验，每次抽取的n个个体 ，

称为总体X的一个容量为n的样本（sample）或子

样；其中样本中所包含的个体数量称为样本容量。
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随机抽样方法的基本要求

独立性——即每次抽样的结果既不影响其余各次抽样的

结果，也不受其它各次抽样结果的影响。

满足上述两点要求的子样称为简单随机子样.获得简

单随机子样的抽样方法叫简单随机抽样. 

代表性——即子样(                        )的每个分量 与总体

具有相同的概率分布。

1 2, , , nX X XL iX
X

从简单随机子样的含义可知，样本

是来自总体 、与总体 具有相同分布的随机变量.
1 2, , , nX X XL

X X



简单随机抽样

例如：要通过随机抽样了解一批产品的次品率，

如果每次抽取一件产品观测后放回原来的总量中，则

这是一个简单随机抽样。

但实际抽样中，往往是不再放回产品，则这不是一

个简单随机抽样。但当总量N很大时，可近似看成是简单

随机抽样。



统计量
定义 设（ ）为总体X的一个样本，

为不含任何未知参数的连续函数，则

称 为样本（ ）的一个统计量。

1 2, , , nX X XL

1 2( , , , )nf X X XL

1 2( , , , )nf X X XL 1 2, , , nX X XL

则

例如： 设 是从正态总体 中抽取

的一个样本，其中 为已知参数,    为未知参数，

1 2 3( , , )X X X 2( , )N μ σ
μ σ

1 2 33X X Xμ+ + 2
1 23 3X X Xμ+

1 2 3X X X σ+2
1 2 3X X Xσ+ +

是统计量

不是统计量



几个常用的统计量

样本均值（sample mean)

设 是总体 的一个样本，1 2( , , , )nX X XL X
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样本方差(sample variance)          
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样本均方差或标准差

它们的观测值用相应的小写字母表示.反映总

体X取值的平均，或反映总体X取值的离散程度。

几个常用的统计量
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设 是总体 的一个样本，1 2( , , , )nX X XL X



样本的K阶（原点）矩

几个常用的统计量
设 是总体 的一个样本，1 2( , , , )nX X XL X
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统计量 是样本 的

不含任何未知数的函数，它是一个随机变量

1 2( , ,..., )nf X X X 1 2, ,..., nX X X

统计量的分布称为抽样分布。

由于正态总体是 常见的总体，因此这里主要讨论

正态总体下的抽样分布.

由于这些抽样分布的论证要用到较多的数学知识，

故在本节中，我们主要给出有关结论，以供应用.



正态总体样本均值的分布
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U—分布



概率分布的分位数(分位点)

使P{X≥xα} =α，

定义 对总体X和给定的α (0<α<1)，若存在xα，
则称xα为X分布的上侧α分位数或

上侧临界值. 如图.
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α
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若存在数λ1、λ2，使

P{X≥λ1}=P{X≤λ2} 2
α=

则称λ1、λ2为X分布的双

侧α分位数或双侧临界值. 
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双侧α 分位数或双侧临界值的特例

2{ } ,P X xα α≥ =

则称 为X分布的双侧α分位数或双侧临界值.

当X的分布关于y轴对称时，

2xα

如图.
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U—分布的上侧分位数
对标准正态分布变量U～N(0, 1)和给定α的，上侧

α分位数是由：P{U≥uα} =
2
21

2
t

u
dte

α
απ

+∞ −
=∫

P{U<uα} =1-α Φ(uα) =1-α 确定的点uα.即

如图.
ϕ(x)

xO uα

α

例如， α=0.05，而

P{U≥1.645} =0.05

所以， u0.05 =1.645.



U—分布的双侧分位数

的点uα/2为标准正态分布的双侧α分位数或双侧临界值.

如图.
uα/2可由P{U≥uα/2}=α /2

对标准正态分布变量U～N(0, 1)和给定α的，

称满足条件 P{|U|≥uα/2} =α

即Φ(uα /2) =1-α /2
反查标准正态分布表得到，

P{U≥1.96}=0.05/2
例如，求u0.05/2，

得u0.05/2=1.96
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O uα/2

α /2
-uα/2
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x



标准正态分布的分位数

在实际问题中， α常取0.1、0.05、0.01.

常用到下面几个临界值：

u0.05 =1.645， u0.01 =2.326 

u0.05/2=1.96， u0.01/2=2.575



数理统计中常用的分布除正态分布外，还有
三个非常有用的连续型分布，即

χ 2分布

t分布

F分布

⎫
⎬
⎭
数理统计的三大分布(都是连续型).

它们都与正态分布有密切的联系.

在本章中特别要求掌握对正态分布、χ 2分布、

t分布、F分布的一些结论的熟练运用. 它们

是后面各章的基础.



2χ ——分布

( )~ 0,1X N定义 设总体 ， 是

的一个样本, 则称统计量 服从自

由度为n的 分布，记作
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其图形随自由度的
不同而有所改变.

χ2分布表(附表3(P254) ). 

{ }2 2( ) ( )P n nαχ χ α≥ =

分布密度函数的图形
2( )nχ



满足 { } 2

 2 2
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( ) ( ) ( )
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α
α χ

χ χ α
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≥ = =∫
的数 为χ 2分布的

上α分位数或上侧临界值，

2( )nαχ

其中f(y)是χ 2-分布的概率密度.

其几何意义见右图所示.

f(y)

xO

α

2( )nαχ

显然，在自由度n取定以后， 的值只与α有关. 
2( )nαχ

例如，当n=21，α=0.05时，由附表可查得，

2
0.05(21)χ =32.67 即 { }2(21) 32.67 0.05.P χ ≥ =

χ 2分布的上α分位数



χ 2分布的双侧α分位数

把满足 2 22 2
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的数
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− 称为χ 2分布的双侧α分位数

或双侧临界值. 见图.
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χ 2分布的数学期望与方差（补充）

设χ 2～χ 2(n)，则E(χ 2)=n，D(χ 2)=2n.

χ 2分布的可加性

设
2 2 2 2
1 1 2 2~ ( ), ~ ( ),n nχ χ χ χ 且

2 2
1 2,χ χ 相互独立，

则
2 2 2
1 2 1 2~ ( )n nχ χ χ+ +



性质 设(X1，X2，…，Xn)为取自正态总体X～N(μ，σ 2)

的样本，则
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Xi～N(μ，σ 2)且X1，X2，…，Xn相互独立，
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定理5.1  设(X1，X2，…，Xn)为来自正态总体

X～N(μ，σ 2)的样本，则

(1)  样本均值 与样本方差S 2相互独立；X
2

2
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2 2
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从表面上看，
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这表明，当这个n个正态随机变量中有n-1个取
值给定时，剩下的一个的取值就跟着唯一确
定了，故在这n项平方和中只有n-1项是独立
的.所以所求式子的自由度是n-1.



定理 设(X1，X2，…，Xn)为来自正态总体

X～N(μ，σ 2)的样本，则

(1)  样本均值 与样本方差S 2相互独立；X
2
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与以下补充性质的结论比较：

性质 设(X1，X2，…，Xn)为取自正态总体

X～N(μ，σ 2)的样本，则
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三、t分布
定义 设随机变量X～N(0，1)，Y～χ 2(n) ，

且X与Y相互独立，则称统计量
XT Y
n

=

服从自由度为n的t分布，记作
t分布的概率密度函数为

T ～t(n).

12
2

1( )2( ) (1 ) , ( )
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n
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tf t tn nnπ

+−
+Γ

= + −∞ < < +∞
Γ

其形状类似标准正态分布的概率密度的图形.

当n较大时， t分布近似于标准正态分布.



当n较大时， t分布近似于标准正态分布.

一般说来，当n>30时，t分布与标准正态分布

N(0，1)就非常接近. 

但对较小的n值，t分布与标准正态分布之间有较大

差异.且P{|T|≥t0}≥P{|X|≥t0}，其中X ～N(0，1)，即在t
分布的尾部比在标准正态分布的尾部有着更大的概率.

t分布的数学期望与方差

设T～t (n)，则E(T)=0，D(T)= . ( 2)2
n nn >−



定理 设(X1，X2，…，Xn)为来自正态总体

X～N(μ，σ 2)的样本，则统计量

~ ( 1)XT t nS n
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定理 设(X1，X2，…，Xn1)和(Y1，Y2，…，Yn2) 分别

是来自正态总体N(μ1 ，σ2)和N(μ2 ，σ2)的样本，且它

们相互独立，则统计量
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、
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2S 分别为两总体的样本方差.
(证略).



t 分布的上α分位数
对于给定的α (0<α<1)，称满足条件

{ }  

 ( )
( ) ( )

t n
P T t n f t dt

α
α α

+∞
≥ = =∫

的数tα(n)为t分布的上α分位数或上侧临界值，

其几何意义见图. f(t)

tO tα(n)

α



t 分布的双侧α分位数
由于t分布的对称性，称满足条件

{ }2( )P T t nα α≥ =

的数tα/2(n)为t分布的双侧α分位数或双侧临界值，

其几何意义如图所示. f(t)

tO tα/2(n)

α /2α /2

- tα/2(n)



在附表中给出了t分布的临界值表. 
例如，当n=15，α=0.05时，查t分布表得，

t0.05(15)=                  t0.05/2(15)=1.753 2.131

但当n>45时，如无详细表格可查，可以用标准

正态分布代替t分布查tα(n)的值. 

即 tα(n)≈uα， n>45.

其中t0.05/2(15)由P{t(15)≥t0.025(15)}=0.025查得.

一般的t分布临界值表中，详列至n=30，当

n>30就用标准正态分布N(0, 1)来近似.



四、F分布

服从第一自由度为n1，第二自由度为n2的F分布，

定义5.5 设随机变量X～χ 2(n1)、Y～χ 2(n2)，且

与相互独立，则称随机变量 1

2

X nF Y n=

记作 F～F(n1，n2).
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1
X性质：若X～F(n1，n2)，则 ～F(n2，n1).

F分布的上α分位数

对于给定的α (0<α<1)，称满足条件

{ }
1 2

 

1 2 1 2  ( , )
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的数Fα(n1，n2)为F分布的上α分位数或上侧临界值，

其几何意义如图所示. f(y)

xO

α

Fα(n1, n2)

其中f(y)是F分布的概率密度.



F 分布的上α分位数
Fα(n1, n2)的值可由F分布表查得.
附表5、6、7(P258～P266 )分α=0.1、α=0.05、

α=0.01给出了F分布的上α分位数. 

当时n1=2, n2=18时，有F0.01(2, 18)= 6.01

在附表中所列的α值都比较小，当α较大时，可用

下面公式

查表时应先找到相应的α值的表.

1 2
2 1

1
1( ) (, ),F Fn n n nα

α
− =

例如， 0.99 1( )8, 2F =
0.01

1
( )2,18F

1
6.01= ≈0.166



F 分布的双侧α分位数
称满足条件

1 2 1 21 2 2
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的

或双侧临界值. 见图.
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例1 设总体X～N(0,1)， X1，X2，…，Xn为简单

随机样本，试问下列统计量各服从什么分布？
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解 (1) 因为Xi～N(0,1)，i=1, 2, …, n. 所以

X1-X2 ～N(0, 2)， 1 2 ~ (0,1),2
X X N−

2 2
3 4

2~ (2),X X χ+
故

2 2
3 4

1 2X X
X X
−

=
+ 2 2

3 4

1 2( ) 2

2

X X
X X
−

+
～t(2).



例1 设总体X～N(0,1)， X1，X2，…，Xn为简单

随机样本，试问下列统计量各服从什么分布？

2 2
3 4

3
2

11 2 1

22

42

( 1)31(1) ; (2) ; (3) .
i

i
nn

ii
ii

n XX X n X
X X XX

=

==

−− −
+

∑

∑∑

因为X1～N(0,1)，
故

～t(n-1).

2 2

2
~ ( 1)

n

i
i

X nχ
=

续解 (2) −∑
1

2

2

1
n

i
i

n X

X
=

−
=

∑
1

2

2
( 1)

n

i
i

X

X n
=

−∑



例1 设总体X～N(0,1)， X1，X2，…，Xn为简单

随机样本，试问下列统计量各服从什么分布？

2 2
3 4

3
2

11 2 1

22

42

( 1)31(1) ; (2) ; (3) .
i

i
nn

ii
ii

n XX X n X
X X XX

=

==

−− −
+

∑

∑∑
因为

所以

～F(3，n-3).

3
2 2

1
~ (3),i

i
X χ

=
∑ 2 2

4
~ ( 3),

n

i
i

X nχ
=

续解 (3) −∑
3

2

1

2

4

( 1)3 i
i

n

i
i

n X

X
=

=

−
=

∑

∑

3
2

1

2

4

3

( 3)

i
i

n

i
i

X

X n
=

=
−

∑

∑



例2 若T～t(n)， 问T2服从什么分布？

解 因为T～t(n)，可以认为

,UT V n=

其中U～N(0,1)， V～χ2(n)，
22 ,UT V n= U2～χ2(1)，

2
2 1UT V n= ～ F(1, n). 



例3   设总体X～N(μ , 42)， X1，X2，…，X10是n=10
简单随机样本， S2为样本方差，已知P{S2>α}=0.1,
求α .
解 因为n=10，n-1=9，σ 2=42，所以

2
2

9
4
S

～χ2(9).

P{S2> α}=又
2

2 2
9 9{ }
4 4
SP α> =0.1，

所以
2

2 0.1
9 (9)
4
α χ= ≈

查
表

14.684. 故

α≈14.684x16
9 ≈26.105





数理统计问题：如何选取样本来对总体的种种统计

特征作出判断。

参数估计问题：知道随机变量（总体）的分布类型，

但确切的形式不知道，根据样本来估计总体的参数，这

类问题称为参数估计（paramentric estimation）。

参数估计的类型——点估计、区间估计



参数θ的估计量

设总体的分布函数为F(x,θ)（θ未知），X1，X2，…，Xn

为样本，构造一个统计量 来估计

参数θ，则称 为参数θ的估计量。

$ $
1 2( , , , )nX X Xθ θ= L

$
1 2( , , , )nX X Xθ L

将样本观测值 代入 ，

得到的值 称为参数θ的估计值。

1 2, , , nx x xL
$

1 2( , , , )nx x xθ L

$
1 2( , , , )nX X Xθ L



点估计（point estimation) ：如果构造一个统计量

$
1 2( , , , )nX X Xθ L 来作为参数θ的估计量，则称为

参数θ的点估计。

区间估计（interval estimation） ：如果构造两个

统计量 1 1 2 2 1 2
ˆ ˆ( , , , ), ( , , , ),L Ln nX X X X X Xθ θ

而用 来作为参数θ可能取值范围的估计，称为

参数θ的区间估计。

1 2
ˆ ˆ( , )θ θ



参数的点估计
点估计的方法：数字特征法、矩法、极大似然法。

样本的数字特征法：以样本的数字特征作为相应总体

数字特征的估计量。

以样本均值 作为总体均值 的点估计量，即X μ

1

1ˆ
n

i
i

X X
n

μ
=

= = ∑ 点估计值
1

1ˆ
n

i
i

x x
n

μ
=

= = ∑

2 2 2

1

1ˆ ( )
1

n

i
i

S X X
n

σ
=

= = −
− ∑

点估计值

以样本方差 作为总体方差 的点估计量，即2S 2σ

2 2 2

1

1ˆ ( )
1

n

i
i

S x x
n

σ
=

= = −
− ∑



定义 设 为随机变量，若 存在，则称

为 的 阶原点矩，记作 ；若

存在，则称 为 的 阶

中心矩，记作

X
( )kE X EX−

( )kE XX
k

( )kE X
( )k

kV E X=
X k( )kE X EX−

( )k
kU E X EX= −

样本的 阶原点矩，记作k

1

1 ( )
n

k
k i

i

B X X
n =

= −∑样本的 阶中心矩，记作k

1

1 n
k

k i
i

A X
n =

= ∑

阶矩的概念k



参数的矩法估计

矩法估计：用样本的矩作为总体矩的估计量，即

1 1

1 1ˆ ,    ( )
n n

k k
k i k k i

i i

V A X U B X X
n n= =

= = = = −∑ ∑
若总体X的分布函数中含有m个参数θ1， θ2， …， θm，

总体的k阶矩Vk或Uk存在，则

1 2
1

1( , , , )
n

k
k m i

i

V X
n

θ θ θ
=

= ∑L ( 1,2, , )k m= L

1 2
1

1( , , , ) ( )
n

k
k m i

i

U X X
n

θ θ θ
=

= −∑L ( 1,2, , )k m= L或



参数的矩法估计

1 2
1

1( , , , )
n

k
k m i

i

V X
n

θ θ θ
=

= ∑L ( 1,2, , )k m= L

1 2
1

1( , , , ) ( )
n

k
k m i

i

U X X
n

θ θ θ
=

= −∑L ( 1,2, , )k m= L或

得m个方程构成方程组，解得的 即为参数1 2, , , mθ θ θL

1 2, , , mθ θ θL 的矩估计量，代入样本观测值，即得参数

的矩估计值。

矩法估计：用样本的矩作为总体矩的估计量，即



例2 设某总体X的数学期望为EX=μ，方差DX=σ2，X1，

X2，…，Xn为样本，试求μ和σ2的矩估计量。

解 总体的k阶原点矩为 1V μ=

( )22 2 2
2 ( )V E X DX EX σ μ= = + = +

样本的k阶原点矩为 1A X= 2
2

1

1 n

i
i

A X
n =

= ∑
由矩法估计，应有 X μ= 2 2 2

1

1 n

i
i

X
n

σ μ
=

= +∑

所以 Xμ = 2 2 2

1

1 n

i
i

X X
n

σ
=

= −∑ 2

1

1 ( )
n

i
i

X X
n =

= −∑



1

1 n

i
i

X X
n

μ
=

= = ∑

2 2 2

1

1 ( )
n

i n
i

X X S
n

σ
=

= − =∑

结论：不管总体X服从何种分布，总体期望和方差

的矩估计量分别为样本均值、样本方差，即

估计值为
1

1 n

i
i

x x
n

μ
=

= = ∑ 2 2

1

1 ( )
n

i
i

x x
n

σ
=

= −∑



例3 设X1，X2，…，Xn为总体X的样本，试求下列总体

分布参数的矩估计量。

解 （1）由于

( ) ( )2(1) ~ ,   (2) ~ , ( 3 ~ ( )X N X B N p N X Pμ σ λ已知）( ）

2     EX DXμ σ= =

（2）由于

Np X=

所以参数μ和σ2的矩估计量为

Xμ = 2 2

1

1 ( )
n

i
i

X X
n

σ
=

= −∑
EX Np=

1

1 1 1 n

i
i

p X X
N N n =

= = ⋅ ∑
所以

得参数p的矩估计量为



例3 设X1，X2，…，Xn为总体X的样本，试求下列总体

分布参数的矩估计量。

解 （3）由于

( ) ( )2(1) ~ ,   (2) ~ , ( 3 ~ ( )X N X B N p N X Pμ σ λ已知）( ）

EX DX λ= =
所以参数λ的矩估计量为

$

1

1 n

i
i

X X
n

λ
=

= = ∑ $ 2

1

1 ( )
n

i
i

X X
n

λ
=

= −∑

可见：同一个参数的矩估计量可以不同。所以统计量

存在“优、劣”之分。

或

一阶矩 二阶矩



例4 设总体X服从[θ1， θ2]上的均匀分布， θ1<θ2，求

θ1， θ2的矩估计量， X1，X2，…，Xn为X的一个样本。

解 由于
2

1 2 2 1( ),
2 12

EX DXθ θ θ θ+ −
= =

所以由矩法估计，得

1 3 nX Sθ = −

1 2

2
X θ θ+
=

2
2 2 1( )

12nS θ θ−
=

解得 2 3 nX Sθ = +

区间长度的矩估计量为 2 1 2 3 nSθ θ− =



解 由于
20

2 ( )
3

a aEX x a x dx
a

= ⋅ − =∫
所以由矩法估计，得

$

1

33
n

i
i

a X X
n =

= = ∑
3
aX =

解得

2

2 ( ),   (0 )
( )

    0,             

a x x a
f x a

⎧ − < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

所以，参数 的矩估计量为 $

1

3 n

i
i

a X
n =

= ∑a

例5 对容量为n的子样，求下列密度函数中参数 的

矩估计量。

a



参数的极大似然估计法

思想：设总体X的密度函数为f(x,θ)，θ为未知参数，则

样本（X1,X2,…,Xn）的联合密度函数为

1 2
1

( , , , , ) ( , )
n

n i
i

f x x x f xθ θ
=

=ΠL

1 2
1

( ) ( , , , , ) ( , )
n

n i
i

L f x x x f xθ θ θ
=

= =ΠL令

参数θ的估计量 ，使得样本（X1,X2,…,Xn）落在观测

值 的邻域内的概率L(θ)达到最大，即

θ̂

1 2( , , , )nx x xL

1 2 1 2
ˆ( , , , , ) max ( , , , , )n nL x x x L x x xθ θ=L L

则称 为参数θ的极大似然估计值。θ̂



参数的极大似然估计法

求解方法：

1 2
1

ln ( , , , , ) ln ( , )
n

n i
i

L x x x f xθ θ
=

=∑L

1 2
1

( ) ( , , , , ) ( , )
n

n i
i

L f x x x f xθ θ θ
=

= =ΠL

（2）取自然对数

其解 即为参数θ的极大似然估计值。θ̂

（3）令 ln 0d L
dθ

=

（1）构造似然函数

若总体的密度函数中有多个参数θ1，θ2，…，θn，则将

第（3）步改为
ln 0, ( 1, 2, , )

i

L i n
θ

∂
= =

∂
L

解方程组即可。



例6 假设（X1，X2，…，Xn）是取自正态总体N(μ,σ2)
的样本，求μ和σ2的极大似然估计量。

解 构造似然函数
2

2
( )

2

1

1( )
2

ixn

i
L e

μ
σθ

πσ

−
−

=

=Π

取对数

2

2
( )

2

1

1ln ( ) ln
2

ixn

i
L e

μ
σθ

πσ

−
−

=

=∑

2

2
1

( ) ln 2 ln
2

n
i

i

x μ π σ
σ=

⎛ ⎞−
= − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑



续解 求偏导数，并令其为0   

1
2 2

1

( )
2( )( 1)ln 0

2

n

in
i i

i

x
xL

μ
μ

μ σ σ
=

=

−
− −∂ ⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∑
∑

( )
2

22 221

( )ln 1 1 0
22

n
i

i

xL μ
σ σσ=

⎛ ⎞−∂ ⎜ ⎟= − ⋅ =
⎜ ⎟∂
⎝ ⎠

∑

解得
1

1 n

i
i

x x
n

μ
=

= =∑ 2 2

1

1 ( )
n

i
i

x x
n

σ
=

= −∑

所以μ，σ2的极大似然估计量为

1

1ˆ
n

i
i

X X
n

μ
=

= =∑ 2 2

1

1ˆ ( )
n

i
i

X X
n

σ
=

= −∑ 与矩估计量

相同



估计量的评选标准
——无偏性、有效性、相合性*、充分性与完备性*   

无偏估计量：设 是 的估计量，如果

则称 是 的无偏估计量（unbiased estimation）

$θ θ $( ) ,E θ θ=
$θ θ

例题 设总体的数学期望EX和方差DX都存在，

证明：样本均值 、样本方差

分别是EX、DX的无偏估计。

X 2 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑



例题 设总体的数学期望EX和方差DX都存在，

证明：样本均值 、样本方差

分别是EX、DX的无偏估计。

X 2 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑

证明 2 2

1

1( ) ( )
1

n

i
i

E S E X X
n =

⎡ ⎤= −⎢ ⎥− ⎣ ⎦
∑

2

1

1 ( )
1

n

i
i

n E X X
n n =

⎡ ⎤= −⎢ ⎥− ⎣ ⎦
∑ ( )22

1

1
1

n

i
i

n E X X
n n =

⎡ ⎤= −⎢ ⎥− ⎣ ⎦
∑

( )22

1

1 ( )
1

n

i
i

n E X E X
n n =

⎡ ⎤= −⎢ ⎥− ⎣ ⎦
∑

( )
2

2 2[ ( ) ] ( )
1

n n DX EX D X EX
n n

⎡ ⎤+
= − −⎢ ⎥− ⎣ ⎦



证明 2 2

1

1( ) ( )
1

n

i
i

E S E X X
n =

⎡ ⎤= −⎢ ⎥− ⎣ ⎦
∑

( )
2

2 2[ ( ) ] ( )
1

n n DX EX D X EX
n n

⎡ ⎤+
= − −⎢ ⎥− ⎣ ⎦

2
2[ ( ) ] ( )

1
n n DX EX DX EX

n n n
⎡ ⎤+

= − −⎢ ⎥− ⎣ ⎦

DX=

2

1

1 1( )
n

i
i

nE X X DX
n n=

⎧ ⎫ −⎡ ⎤− =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
∑



有 效 性

设 是 的无偏估计量，当样本容量n固定时，使

达到最小的 称为 的有效估计

$θ θ
$ 2( )E θ θ− $θ θ

比较：若 ，则 比 有效。1θ
2 2

1 2( ) ( )E Eθ θ θ θ− < − 2θ

例如 及 （其中 ）都是EX的无偏

估计，但 比 有效。

X
1

n

i i
i

a X
=
∑

1

1
n

i
i

a
=

=∑
X

1

n

i i
i

a X
=
∑



例如 及 （其中 ）都是EX的无偏

估计，但 比 有效。

X
1

n

i i
i

a X
=
∑

1

1
n

i
i

a
=

=∑
X

1

n

i i
i

a X
=
∑

因为 ( ) ( )2 2 DXE X EX E X EX DX
n

− = − = =
22

1 1 1

n n n

i i i i i i
i i i

E a X EX E a X E a X
= = =

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞− = −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

2

1 1
( )

n n

i i i i
i i

D a X a D X
= =

⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ 2

1

( )
n

i
i

D X a
=

= ∑
2

1

1 ( )
n

i
i

D X n a
n =

= ⋅ ∑
2

1

1 ( )
n

i
i

D X a
n =

⎛ ⎞≥ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ 1 ( )D X

n
=

算术平均≤几何平均





区间估计的思想

点估计总是有误差的，但没有衡量偏差程度的量，

区间估计则是按一定的可靠性程度对待估参数给出一个

区间范围。

引例 设某厂生产的灯泡使用寿命X~N（μ，1002），现

随机抽取5只，测量其寿命如下：1455，1502，1370，
1610，1430，则该厂灯泡的平均使用寿命的点估计值为

( )1 1455 1502 1370 1610 1430 1473.4
5

x = + + + + =



可以认为该种灯泡的使用寿命在1473.4个单位时间左右，

但范围有多大呢？又有多大的可能性在这“左右”呢？

如果要求有95%的把握判断μ在1473.4左右，则由U统计

量可知 ( )~ 0,1XU N
n
μ

σ
−

=

0.95XP
n
μ ε

σ

⎧ ⎫−⎪ ⎪< =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

( ) 0.95εΦ =

1.96ε =

1.96 1.96X X
n n
σ σμ− < < +

由

查表得



置信水平、置信区间

设总体的分布中含有一个参数θ，对给定的α，如果

由样本（X1，X2，…，Xn）确定两个统计量

θ1（ X1，X2，…，Xn ）， θ2（ X1，X2，…，Xn ），

使得P{θ1 <θ< θ2}=1- α，则称随机区间（ θ1 ， θ2 ）为

参数θ的置信度（或置信水平）为1- α的置信区间。

θ1——置信下限 θ2——置信上限



几点说明
1、参数θ的置信水平为1-α的置信区间（ θ1， θ2）

表示该区间有100（1-α）%的可能性包含总体参

数θ的真值。

2、不同的置信水平，参数θ的置信区间不同。

3、置信区间越小，估计越精确，但置信水平会降低；

相反，置信水平越大，估计越可靠，但精确度会降

低，置信区间会较长。一般：对于固定的样本容量，

不能同时做到精确度高（置信区间小），可靠程度也

高（1- α大）。如果不降低可靠性，而要缩小估计范

围，则必须增大样本容量，增加抽样成本。



正态总体方差已知，对均值的区间估计

如果总体X~N（μ，σ2），其中σ2已知， μ未知，

则取U-统计量 ，对μ做区间估计。
XU

n
μ

σ
−

=

对给定的置信水平1-α，由

确定临界值（X的双侧α分位数）得μ的置信区间为
2

1P U uα α
⎧ ⎫

< = −⎨ ⎬
⎩ ⎭

2 2,X u X u
n nα α
σ σ⎛ ⎞− +⎜ ⎟

⎝ ⎠

将观测值 代入，则可得具体的区间。( )1 2, , , nx x xL



例1 某车间生产滚珠，从长期实践中知道，滚珠直径X
可以认为服从正态分布，从某天的产品中随机抽取6个，

测得直径为（单位：cm）

14.6，15.1，14.9，14.8，15.2，15.1
（1）试求该天产品的平均直径EX的点估计；

（2）若已知方差为0.06，试求该天平均直径EX的置信

区间：α=0.05；α=0.01。

解 （1）由矩法估计得EX的点估计值为

( )1 14.6 15.1 14.9 14.8 15.2 15.1 14.95
6

EX x= = + + + + + =



续解 （2）由题设知X~N（μ，0.06）
构造U-统计量，得EX的置信区间为

2 2,X u X u
n nα α
σ σ⎛ ⎞− +⎜ ⎟

⎝ ⎠

当α=0.05时， 0.025 1.96u =

而
0.0614.95, 0.1

6
x

n
σ

= = =

所以，EX的置信区间为（14.754，15.146）
当α=0.01时， 0.005 2.58u =

所以，EX的置信区间为（14.692，15.208）

置信水平提高，置信区间扩大，估计精确度降低。



例2 假定某地一旅游者的消费额X服从正态分布

N（μ，σ2），且标准差σ=12元，今要对该地旅游者的平

均消费额EX加以估计，为了能以95%的置信度相信这种

估计误差小于2元，问至少要调查多少人？

解 由题意知：消费额X~N（μ，122），设要调查n人。

由 1 0.95α− = 0.05α =

即

2 1.96uα =

1.96 0.95XP
n
μ

σ

⎧ ⎫−⎪ ⎪< =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

得 查表得

而 2X μ− < 1.96 2
n
σ

× =

解得

21.96 12 138.29
2

n ×⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

至少要调查139人



正态总体方差未知，对均值的区间估计

如果总体X~N（μ，σ2），其中μ，σ均未知

由 ~ ( 1)X t n
S n

μ−
− 构造T-统计量

XT
S n

μ−
=

当置信水平为1-α时，由 { }2 ( 1) 1P T t nα α< − = −

查t-分布表确定 2 ( 1)t nα −

从而得μ的置信水平为1-α的置信区间为

2 2( 1) , ( 1)S SX t n X t n
n nα α

⎛ ⎞− ⋅ − + ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠



例3 某厂生产的一种塑料口杯的重量X被认为服从正态

分布，今随机抽取9个，测得其重量为（单位：克）：

21.1，21.3，21.4，21.5，21.3，21.7，21.4，21.3，
21.6。试用95%的置信度估计全部口杯的平均重量。

解 由题设可知：口杯的重量X~N（μ，σ2）

由抽取的9个样本，可得 0.18     21.4     9S x n= = =

由 1 0.95α− = 0.05α = 0.025 (8) 2.306t =得 查表得

2
0.18(8) 2.306 0.13836

9
St
nα × = ⋅ =

全部口杯的平均重量的置信区间为（21.26，21.54）



P127例5与P126例3的比较：

12     80    25S x n= = =

1 0.95

解 由题设可知：平均消费额X~N（μ，σ2）

α− = 0.05α = 0.025 (24) 2.064t =

2
12(24) 2.064 4.9536
25

St
nα × = × =

平均消费额的置信区间为（75.0464，84.9536）

由 得 查表得

估计误差为 2 4.9536 9.9072 2 × = >
精确度降低 ——原因：样本容量减少

在实际应用中，方差未知的均值的区间估计

较有应用价值。



练习 假设某片居民每月对某种商品的需求量X服从正态

分布，经调查100家住户，得出每户每月平均需求量为

10公斤，方差为9，如果某商店供应10000户，试就居民

对该种商品的平均需求量进行区间估计（α=0.01），并

依此考虑最少要准备多少这种商品才能以99%的概率满

足需求？

2 9     10    100S x n= = =
解 由题设可知：平均需求量X~N（μ，σ2）

0.01α = 0.005 0.005(99) 2.57t u≈ =

2
3(99) 2.57 0.771

100
St
nα × = × =

平均消费额的置信区间为（9.229，10.771）

由 查表得



续解

要以99%的概率满足10000户居民对该种商品的

需求，则最少要准备的量为

9.229 10000 92290× = （公斤）

最多准备

10.771 10000 107710× = （公斤）



正态总体均值已知，对方差的区间估计
如果总体X~N（μ，σ2），其中μ已知，σ2未知

由 ~ (0,1)iX Nμ
σ
−

构造χ2-统计量

( )2
2

2 21
2

1

~ ( )

n

in
i i

i

X
X n

μ
μχ χ

σ σ
=

=

−
−⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑
∑

查χ2- 分布表，确定双侧分位数

从而得σ2的置信水平为1-α的置信区间为

1 2 2

2 2( ), ( )n n
α α

χ χ
−

( ) ( )

2 1 2

2 2

1 1
2 2,

( ) ( )

n n

i i
i i

X X

n n
α α

μ μ

χ χ
−

= =

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑



例题 已知某种果树产量服从Ｎ（218，σ2），随机

抽取6棵计算其产量为（单位：公斤）

221，191，202，205，256，236
试以95%的置信水平估计产量的方差。

解 计算 ( )
6

2

1

2931i
i

x μ
=

− =∑

查表
1 0.05 2 0.05 2

2 2(6) 1.24, (6) 14.45χ χ
−

= =

果树方差的置信区间为

( )2931 2931, 202.84,2363.71
14.45 1.24
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠



正态总体均值未知，对方差的区间估计
如果总体X~N（μ，σ2），其中σ2未知

由
2

2
2

( 1) ~ ( 1)n S nχ
σ
−

− 构造χ2-统计量
2

2
2

( 1)n Sχ
σ
−

=

当置信水平为1-α时，由

1 2 2

2
2 2

2

( 1)( 1) ( 1) 1n SP n n
α α

χ χ α
σ−

⎧ ⎫−
− < < − = −⎨ ⎬

⎩ ⎭
查χ2- 分布表，确定双侧分位数

从而得σ2的置信水平为1-α的置信区间为

1 2 2

2 2( 1), ( 1)n n
α α

χ χ
−

− −

2 1 2

2 2

2 2

( 1) ( 1),
( 1) ( 1)

n S n S
n n

α α
χ χ

−

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠



例4 设某灯泡的寿命X~N（μ，σ2）， μ，σ2未知，现

从中任取5个灯泡进行寿命试验，得数据10.5，11.0，
11.2，12.5，12.8（单位：千小时），求置信水平为

90%的σ2的区间估计。

解 样本方差及均值分别为 2 0.995 11.6S x= =
1 0.9α− = 0.1α =

2 2
0.05 1 0.05(4) 0.711 (4) 9.488χ χ −= =

2

2
0.05

( 1) 4 0.995 5.5977
(4) 0.711

n S
χ
− ×

= =

σ2的置信区间为（0.4195，5.5977）

由 得 查表得

2

2
0.95

( 1) 0.4195
(4)

n S
χ
−

=





引 言

统计假设——通过实际观察或理论分析对总体分布形式

或对总体分布形式中的某些参数作出某种

假设。

假设检验——根据问题的要求提出假设，构造适当的统

计量，按照样本提供的信息，以及一定的

规则，对假设的正确性进行判断。

基本原则——小概率事件在一次试验中是不可能发生的。



基本概念

引例：已知某班《应用数学》的期末考试成绩服从

正态分布。根据平时的学习情况及试卷的难易程度，估

计平均成绩为75分，考试后随机抽样5位同学的试卷，

得平均成绩为72分，试问所估计的75分是否正确？

“全班平均成绩是75分”，这就是一个假设

根据样本均值为72分，和已有的定理结论，对EX=75
是否正确作出判断，这就是检验，对总体均值的检验。

判断结果：接受原假设，或拒绝原假设。

表达：原假设：H0：EX=75；备择假设： H1：EX≠75 



基本思想

参数的假设检验：已知总体的分布类型，对分布函数或

密度函数中的某些参数提出假设，并检验。

基本原则——小概率事件在一次试验中是不可能发生的。

思想：如果原假设成立，那么某个分布已知的统计

量在某个区域内取值的概率α应该较小，如果样本的观

测数值落在这个小概率区域内，则原假设不正确，所以，

拒绝原假设；否则，接受原假设。

拒绝域 检验水平



引例问题

原假设 H0：EX=75；H1：EX≠75  

假定原假设正确，则X~N（75，σ2），于是T统计量

75 ~ ( 1)XT t n
S n
−

= −

可得 2
75XP t

S n α α
⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

如果样本的观测值 2
75x t

S n α
−

≥ 则拒绝H0   

检验水平

临界值

拒绝域



基本步骤

1、提出原假设，确定备择假设；

2、构造分布已知的合适的统计量；

3、由给定的检验水平α，求出在H0成立的条件下的

临界值（上侧α分位数，或双侧α分位数）；

4、计算统计量的样本观测值，如果落在拒绝域内，

则拒绝原假设，否则，接受原假设。



两 种 错 误

第一类错误（弃真错误）——原假设H0为真，而检验

结果为拒绝H0；记其概率为α，即

P{拒绝H0|H0为真}= α 检验水平

第二类错误（受伪错误）——原假设H0不符合实际，

而检验结果为接受H0；记其概率为β，即

P{接受H0|H0为假}= β
希望：犯两类错误的概率越小越好，但样本容量一定

的前提下，不可能同时降低α和β。
原则：保护原假设，即限制α的前提下，使β尽可能的小。

注意：“接受H0”，并不意味着H0一定为真；“拒绝H0”
也不意味着H0一定不真。



单个正态总体方差已知的均值检验

问题：总体X~N（μ，σ2），σ2已知

假设 H0：μ=μ0；H1：μ≠μ0

构造U统计量 0XU
n
μ

σ
−

= ~ (0,1)N

由
0

2
XP u

n α
μ α

σ

⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

如果统计量的观测值

U检验

双边检验

0
2

xU u
n α
μ

σ
−

= ≥

确定拒绝域

则拒绝原假设；否则接受原假设

2U uα≥

H0为真的前提下



例1 由经验知某零件的重量X~N（μ，σ2），μ=15，
σ=0.05；技术革新后，抽出6个零件，测得重量为

（单位：克）14.7  15.1  14.8  15.0  15.2  14.6，已

知方差不变，试统计推断，平均重量是否仍为15克？

（α=0.05）
解 由题意可知：零件重量X~N（μ，σ2），且技术

革新前后的方差不变σ2=0.052，要求对均值进行

检验，采用U检验法。

假设 H0：μ=15； H1： μ≠15

构造U统计量，得U的0.05双侧分位数为

0.025u = 1.96



例1 由经验知某零件的重量X~N（μ，σ2），μ=15，
σ=0.05；技术革新后，抽出6个零件，测得重量为

（单位：克）14.7  15.1  14.8  15.0  15.2  14.6，已

知方差不变，试统计推断，平均重量是否仍为15克？

（α=0.05）

解

因为4.9>1.96 ，即观测值落在拒绝域内

所以拒绝原假设。

而样本均值为

15 4.9
0.05 6

xU −
= =故U统计量的观测值为

14.9x =



H0：μ=μ0；H1：μ>μ0

H0：μ=μ0；H1：μ<μ0或

0XP u
n α
μ α

σ
⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

0XP u
n α
μ α

σ
⎧ ⎫−⎪ ⎪≤ − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

单 边 检 验

拒绝域为 U uα< −

拒绝域为 U uα>



单个正态总体方差未知的均值检验

问题：总体X~N（μ，σ2），σ2未知

假设 H0：μ=μ0；H1：μ≠μ0

构造T统计量 0XT
S n

μ−
= ~ ( 1)t n −

由 0
2 ( 1)XP t n

S n α
μ α

⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

如果统计量的观测值

T检验

双边检验

0
2 ( 1)xT t n

S n α
μ−

= ≥ −

则拒绝原假设；否则接受原假设

确定拒绝域 2 ( 1)T t nα≥ −



H0：μ=μ0；H1：μ>μ0

H0：μ=μ0；H1：μ<μ0或

0 ( 1)XP t n
S n α

μ α
⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

0 ( 1)XP t n
S n α

μ α
⎧ ⎫−⎪ ⎪≤ − − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

单边检验

拒绝域为

( 1)T t nα< − −

拒绝域为

( 1)T t nα> −



单个正态总体方差已知的均值检验

问题：总体X~N（μ，σ2），σ2已知

假设 H0：μ=μ0；H1：μ≠μ0

构造U统计量 0XU
n
μ

σ
−

= ~ (0,1)N

由
0

2
XP u

n α
μ α

σ

⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

如果统计量的观测值

U检验

双边检验

0
2

xU u
n α
μ

σ
−

= ≥

确定拒绝域

则拒绝原假设；否则接受原假设

2U uα≥

H0为真的前提下



H0：μ=μ0；H1：μ>μ0

H0：μ=μ0；H1：μ<μ0或

0XP u
n α
μ α

σ
⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

0XP u
n α
μ α

σ
⎧ ⎫−⎪ ⎪≤ − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

单 边 检 验

拒绝域为 U uα< −

拒绝域为 U uα>



单个正态总体方差未知的均值检验

问题：总体X~N（μ，σ2），σ2未知

假设 H0：μ=μ0；H1：μ≠μ0

构造T统计量 0XT
S n

μ−
= ~ ( 1)t n −

由 0
2 ( 1)XP t n

S n α
μ α

⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

如果统计量的观测值

T检验

双边检验

0
2 ( 1)xT t n

S n α
μ−

= ≥ −

则拒绝原假设；否则接受原假设

确定拒绝域 2 ( 1)T t nα≥ −



H0：μ=μ0；H1：μ>μ0

H0：μ=μ0；H1：μ<μ0或

0 ( 1)XP t n
S n α

μ α
⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

0 ( 1)XP t n
S n α

μ α
⎧ ⎫−⎪ ⎪≤ − − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

单边检验

拒绝域为

( 1)T t nα< − −

拒绝域为

( 1)T t nα> −



单个正态总体均值已知的方差检验

问题：总体X~N（μ，σ2），μ已知

构造χ2统计量

( )2

2 1
2
0

n

i
i

X μ
χ

σ
=

−
=
∑

2~ ( )nχ

如果统计量的观测值

由

2 2
2 ( )nαχ χ≥

则拒绝原假设；否则接受原假设

确定临界值
2 2
1 2 2( ), ( )n nα αχ χ−

2 2 2 2
0 0 1 0: ; : ;H Hσ σ σ σ= ≠

或
2 2

1 2 ( )nαχ χ −≤

2 2 2 2

1
2 2

( ) , ( )
2 2

P n P nα α
α αχ χ χ χ

−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
≤ = ≥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

假设

χ2检验

拒绝域



一个正态总体均值未知的方差检验

问题：设总体 X~N（μ，σ2），μ未知

构造χ2统计量

2
2

2
0

( 1)n Sχ
σ
−

= 2~ 1( )nχ − 由

2 2 2 2

1
2 2

( 1) , ( 1)
2 2

P n P nα α
α αχ χ χ χ

−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
≤ − = ≥ − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

如果统计量的观测值
2 2

2 ( 1)nαχ χ≥ −

确定临界值

则拒绝原假设；否则接受原假设

2 2
1 2 2( 1), ( 1)n nα αχ χ− − −

2 2 2 2
0 0 1 0: ; : ;H Hσ σ σ σ= ≠

或
2 2

1 2 ( 1)nαχ χ −≤ −

假设

χ2检验

双边检验



例4 某炼铁厂的铁水含碳量X在正常情况下服从正态

分布，现对工艺进行了某些改进，从中抽取5炉铁水

测得含碳量如下：4.421，4.052，4.357，4.287，
4.683，据此是否可判断新工艺炼出的铁水含碳量的

方差仍为0.1082（α=0.05）？

解 这是一个均值未知，正态总体的方差检验，

用χ2检验法

由α=0.05，得临界值

假设 2 2 2 2
0 1: 0.108 ; : 0.108 ;H Hσ σ= ≠

2 2
0.975 0.025(4) 0.048, (4) 11.14χ χ= =



例4 某炼铁厂的铁水含碳量X在正常情况下服从正态

分布，现对工艺进行了某些改进，从中抽取5炉铁水

测得含碳量如下：4.421，4.052，4.357，4.287，
4.683，据此是否可判断新工艺炼出的铁水含碳量的

方差仍为0.1082（α=0.05）？

解 χ2统计量的观测值为17.8543  

因为 17.8543 11.14>

所以拒绝原假设

即可判断新工艺炼出的铁水含碳量的方差不是0.1082





单个正态总体方差已知的均值检验

问题：总体X~N（μ，σ2），σ2已知

假设 H0：μ=μ0；H1：μ≠μ0

构造U统计量 0XU
n
μ

σ
−

= ~ (0,1)N

由
0

2
XP u

n α
μ α

σ

⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

如果统计量的观测值

U检验

双边检验

0
2

xU u
n α
μ

σ
−

= ≥

确定拒绝域

则拒绝原假设；否则接受原假设

2U uα≥

H0为真的前提下



H0：μ=μ0；H1：μ>μ0

H0：μ=μ0；H1：μ<μ0或

0XP u
n α
μ α

σ
⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

0XP u
n α
μ α

σ
⎧ ⎫−⎪ ⎪≤ − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

单 边 检 验

拒绝域为 U uα< −

拒绝域为 U uα>



单个正态总体方差未知的均值检验

问题：总体X~N（μ，σ2），σ2未知

假设 H0：μ=μ0；H1：μ≠μ0

构造T统计量 0XT
S n

μ−
= ~ ( 1)t n −

由 0
2 ( 1)XP t n

S n α
μ α

⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

如果统计量的观测值

T检验

双边检验

0
2 ( 1)xT t n

S n α
μ−

= ≥ −

则拒绝原假设；否则接受原假设

确定拒绝域 2 ( 1)T t nα≥ −



H0：μ=μ0；H1：μ>μ0

H0：μ=μ0；H1：μ<μ0或

0 ( 1)XP t n
S n α

μ α
⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

0 ( 1)XP t n
S n α

μ α
⎧ ⎫−⎪ ⎪≤ − − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

单边检验

拒绝域为

( 1)T t nα< − −

拒绝域为

( 1)T t nα> −



单个正态总体均值已知的方差检验

问题：总体X~N（μ，σ2），μ已知

构造χ2统计量

( )2

2 1
2
0

n

i
i

X μ
χ

σ
=

−
=
∑

2~ ( )nχ

如果统计量的观测值

由

2 2
2 ( )nαχ χ≥

则拒绝原假设；否则接受原假设

确定临界值
2 2
1 2 2( ), ( )n nα αχ χ−

2 2 2 2
0 0 1 0: ; : ;H Hσ σ σ σ= ≠

或
2 2

1 2 ( )nαχ χ −≤

2 2 2 2

1
2 2

( ) , ( )
2 2

P n P nα α
α αχ χ χ χ

−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
≤ = ≥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

假设

χ2检验

拒绝域



一个正态总体均值未知的方差检验

问题：设总体 X~N（μ，σ2），μ未知

构造χ2统计量

2
2

2
0

( 1)n Sχ
σ
−

= 2~ 1( )nχ − 由

2 2 2 2

1
2 2

( 1) , ( 1)
2 2

P n P nα α
α αχ χ χ χ

−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
≤ − = ≥ − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

如果统计量的观测值
2 2

2 ( 1)nαχ χ≥ −

确定临界值

则拒绝原假设；否则接受原假设

2 2
1 2 2( 1), ( 1)n nα αχ χ− − −

2 2 2 2
0 0 1 0: ; : ;H Hσ σ σ σ= ≠

或
2 2

1 2 ( 1)nαχ χ −≤ −

假设

χ2检验

双边检验



有时，我们需要比较两总体的参数

是否存在显著差异。比如，两个农作物

品种的产量，两种电子元件的使用寿命，

两种加工工艺对产品质量的影响，两地

区的气候差异等等。

引 言



两个正态总体的均值检验

2 2,X Yσ σ已知 ，检验H0： X Yμ μ=
问题：

1、方差已知，检验均值相等

( )2~ ,X XX N μ σ ( )2~ ,Y YY N μ σ

21 2, , ...... nY Y Y
11 2, , ...... nX X X设 是X的一个样本，

是Y的一个样本，

则
2 2

1 2

~ , , ~ ,X Y
X YX N Y N

n n
σ σμ μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

所以，
2 2

1 2

~ , X Y
X YX Y N

n n
σ σμ μ

⎛ ⎞
− − +⎜ ⎟

⎝ ⎠



从而，当H0成立时， ( )
2 2

1 2

~ 0,1
X Y

X YU N
n nσ σ
−

=
+

对给定的检验水平 得H0的拒绝域：,α

22 2
1 2X Y

X Y u
n n

α
σ σ

−
>

+ U 双侧检验

U检验法两个正态总体的均值检验

2 2,X Yσ σ已知 ，检验H0： X Yμ μ=
问题：

1、方差已知，检验均值相等

( )2~ ,X XX N μ σ ( )2~ ,Y YY N μ σ



解 假设： 0 1: , :X Y X YH Hμ μ μ μ= ≠

0.0252 2
1 2

1.5 1.6 0.49 1.96
0.2 12 0.2 8

x y u
n nσ σ
− −

= ≈ < =
++

因为：

所以接受H0假设，即认为 A、B两法的平均产量无统计意义。

例1 据以往资料，已知某品种小麦每4平方米产量（千克）的

方差为 。今在一块地上用A，B 两法试验，A
法设12个样本点，得平均产量 ；B 法设8个样本

点，得平均产量 ，试比较A、B两法的平均产量

是否有统计意义。

2 0.2σ =
1.5x =

1.6y =
( )0.05α =



两个正态总体的均值检验

2、方差未知，但两个总体的方差相等，检验均值相等

问题： ( )2~ ,X XX N μ σ ( )2~ ,Y YY N μ σ

未知 ，但知 ，检验H0：
2 2,X Y

21 2, , ...... nY Y Y
11 2, , ...... nX X X设 是X的一个样本，

是Y的一个样本，

σ σ X Yμ μ=2 2
X Yσ σ=

( ) ( )
( )1 22 2

1 2

1 2 1 2

( ) ~ 2
1 1 1 1

2

X Y

X Y

X YT t n n
S n S n

n n n n

μ μ− − −
= + −

− + −
+

+ −



( ) ( )
( )1 22 2

1 2

1 2 1 2

~ 2
1 1 1 1

2
X Y

X YT t n n
S n S n

n n n n

−
= + −

− + −
+

+ −

对给定的检验水平 得H0的拒绝域：,α

T 双侧检验

若 H0 成立，则

( ) ( )
( )2 1 22 2

1 2

1 2 1 2

2
1 1 1 1

2
X Y

X YT t n n
S n S n

n n n n

α
−

= > + −
− + −

+
+ −

T检验法两个正态总体的均值检验

2、方差未知，但两个总体的方差相等，检验均值相等



解 假设： 0 1: , :X Y X YH Hμ μ μ μ= ≠

1500.8, 1077.8x y= = 2 2 2 2151.3 , 47.0X Ys s= =

( )0.0252 2

1500.8 1077.8 8.45 2.101 18
151.3 9 47.0 9 1 1

18 10 10

t−
≈ > =

× + ×
+

因

所以拒绝H0假设，即认为 A、B两种灯泡的平均寿命

有统计意义。

例2 有两种灯泡，一种用 A 型灯丝，另一种用 B 型灯丝。随机

抽取两种灯泡各10 只做试验，测得它们的寿命（小时）为：

A 型：1293  1380  1614  1497  1340  1643  1466  1677  1387  1711
B 型：1061  1065  1092  1017  1021  1138  1143  1094  1028  1119

设两种灯泡的寿命均服从正态分布且方差相等，试检验两种

灯泡的平均寿命之间是否存在显著差异？( )0.05α =



未知 ，检验假设H0：
2 2
X Yσ σ=,X Yμ μ

( )2~ , ,X XX N μ σ

若假设H0成立，则 ( )
2

1 22 ~ 1, 1X

Y

SF F n n
S

= − −

对给定的检验水平 得H0的拒绝域：,α

( ) ( ) ( )1 2 2 1 21 2 1, 1 1, 1F F n n F F n nαα−< − − > − −及

F 双侧检验

两个正态总体的方差检验

问题： ( )2~ ,Y YY N μ σ

( )
2 2

1 22 2 ~ 1, 1X X

Y Y

SF F n n
S

σ
σ

= − −

F检验



例3 P161 14  对甲、乙两种玉米进行评比试验，得如下产量资料：

甲：951  966  1008  1082  983
乙：730  864  742    774    990
问这两种玉米的产量差异有没有统计意义？( )0.05α =

解 先对方差作检验： 10 1 2 11 1 2: , :H Hσ σ σ σ= ≠
2 2 2 2
1 2998.0, 51.5 ; 820.0, 108.6x s y s= = = =

( ) ( )0.975 0.0254, 4 0.104 4, 4 9.604F F= =
2 2
1
2 2
2

51.5 0.689
108.6

sF
s

= = ≈

因为 0.104 0.689 9.604< <
所以可认为甲、乙两种玉米的方差没有显著差异

即可认为 1 2σ σ=



例4 对甲、乙两种玉米进行评比试验，得如下产量资料

甲：951  966  1008  1082  983
乙：730  864  742    774    990
问这两种玉米的产量差异有没有统计意义？( )0.05α =

解：再对均值作检验： 20 1 2 21 1 2: , :H Hμ μ μ μ= ≠
2 2 2 2
1 2998.0, 51.5 ; 820.0, 108.6x s y s= = = =

因为已假设方差相等，故用 T 检验。

( )0.0252 2

998 820 3.31 2.306 8
51.5 4 108.6 4 1 1

8 5 5

T t−
= ≈ > =

× + ×
+

由

所以拒绝原假设 H20，即认为两种玉米的产量差异

有统计意义。
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