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第二章  数列极限 

• 一、主要内容 

• 1、数列极限的概念 

• 2、收敛数列的性质 

• 3、数列极限存在的条件的敛散性。 
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   二、目的要求 

• 1、熟练掌握数列极限的定义，能够利用-N语言
证明数列是否有极限；  

• 2、熟练掌握收敛数列的性质，能够通过这些性质
对数列的敛散性进行判断；  

• 3、掌握趋于无穷的数列的基本特征，并可以由此
作出有关敛散性的判断； 

• 4、熟练掌握单调有界的数列必有极限的定理；掌
握数列的子列的概念； 

• 5、掌握Cauchy收敛原理，并能够由它来判断数列
的敛散性。 
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三、重点与难点 

 

• 1、重点是数列极限的概念。 

• 2、难点是数列极限的“         ”。 

 

 

N
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    数列极限是整个数学分析最重要的基础
之一, 它不仅与函数极限密切相关，而且
为今后学习级数理论提供了极为丰富的准
备知识 

§1  数列极限的概念  

一、数列的定义 

五、再论 “ - N ”说法 
四、按定义验证极限 
三、收敛数列的定义 

返回 

二、一个经典的例子  

六、一些例子   
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为数列.因为N+的所有元素可以从小到大排列出来,  

1 2, , , , ,na a a

则称 若函数 f  的定义域为全体正整数的集合  +
N ,

+ +
: N R    ( ), Nf f n n或 

或简记为 {an}. 这里 an  

所以我们也将数列写成 

称为数列 {an} 的通项. 
O 1 2 1n n

1a2a na 1na . .. . .

一、数列的定义 
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二、一个经典的例子 

样的过程可以无限制地进行下去. 

我们把每天截下部分 (或剩下部分) 的长度列出： 

第一天截下 ,
2

1
 第二天截下 2

1
, ,

2
第n天截下 

1
, .

2
n 这样就得到一个数列: 

古代哲学家庄周所著的《庄子 · 天下篇》引用了 

一句话:  “一尺之棰, 日取其半,  万世不竭”.  它的 

意思是:  一根长为一尺的木棒,  每天截下一半, 这 
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2

1 1 1 1
, , , , , .

2 2 2 2
n n

 
 
 

或

容易看出:  数列 
1 1

2 2
n n

 
 
 

的通项 随着 n 的无限增 

大而无限趋于 0 . 
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三、收敛数列的定义 

下面给出严格的数学定义. 

定义1 { }na设 为一个数列,  a 为一个常数,  若对于 

任意的正数     ,总存在正整数 N, 使当 n >N 时,  0 

,|| aan

则称数列 收敛于a ,   又称 a 为数列        的极限, { }na { }na

一般地说,对于数列         , 若当 n 充分变大时,  an { }na

能无限地接近某个常数 a , 则称     收敛于 a .  { }na
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记作 

lim n
n

a a




( , ) .na a n 或

若       不收敛,  则称        为发散数列. { }na { }na

xa

1Na

1a
2aa a

( )
na

注  定义1 这种陈述方式，俗称为 “ - N ”说法. 
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四、按定义验证极限 

以说明, 希望大家对 “ - N ”说法能有正确的认识.  

例1 用定义验证: 
1

lim 0.
n n



分析 对于任意正
数 

, 要使 
1

0 ,n    只要 .
1


n

证 对于任意的正数  , 
1

,N
 

   
取 ,n N当 时

1
0 ,

n
  所以 

1
lim 0 .
n n



为了加深对数列收敛定义的了解, 下面结合例题加 
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lim 0 ( 0 | | 1 ) .
n

n
q q


  例2  用定义验证 

分析  对于任意的正数 , 要使  | 0 | ,
n

q   只要 

log
.

log | |
n

q




这就证明了 lim 0.
n

n
q




| 0 | .
n

q  

证 0( 0 1), 不妨设   

,n N当 时 有

log
,

log | |
N

q


取
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2

2 2

1 7
,

33 7 3 3 7

n n

n n n n


 

   （ ）

7 ,n 当 时 ,27 nn  2 2 2
3 7 3 2 2 ,n n n n n    

只要               即可.   
1

3
n




2

2

1
lim .

33 7n

n

n n


 
例3  用定义验证 

0,  任给 由分析 

故要使 
2 2

7 2 1

33 3 7 6

n n

nn n n


（ ）


  

 
成立, 
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证  对于任意的正数  , 取 

1
max 7, ,

3
N



  
   

  
,  n N当 时 有

2

2

1
,

33 7

n

n n
 

 

即得 
2

2

1
lim .

33 7n

n

n n


 

注意  解这个不等式是在           的条件下进行的. 7n 
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1

1 .n

n a  设 因为   ,11 n

n

n na   所以 

例4 ,1lim 


n

n
a 0.a 其中用定义验证 

1 .
n

a  

因此证得 .1lim 


n

n
a

证  这里只验证 的情形（               时自证）. 1a 0 1a 

.
1

10
n

a
a

n

n




故对于任意正数  
1

, , ,
a

N n N


取 当 时
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五、再论 “ - N ”说法 

从定义及上面的例题我们可以看出: 

此外，又因  是任意正数,   所以                                   等,
2

,3,2




1.      的任意性: 定义中的  用来刻画数列 {an} 的通 

项与定数 a 的接近程度. 显然正数  愈小,表示 a n 

与 a 接近的程度愈高； 是任意的,  这就表示  an 

与 a 可以任意接近.要注意， 一旦给出，在接下 

来计算 N 的过程中，它暂时看作是确定不变的. 
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 || aan

可以用 Kaan  || (  K 为某一正常数 ) 来代替.  

定义 1,  那么对    1 自然也可以验证成立. 

均可看作任意正数,  故定义 1 中的不等式 

2.  N 的相对性:从定义1 中又可看出, 随着   的取值 

不同,   N 当然也会不同.  但这并不意味着 N 是由  

再有,  我们还可以限定  小于某一个正数 ( 比如 

 < 1  ). 事实上,  对 0 <   < 1 若能验证 { an } 满足 
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,||  aan

则当 n > N1 = 2N 时,  对于同样的  ,  更应有 

  惟一确定.  例如, 当 n >N 时,  有 

求 N 的 “ 最佳性 ” .  

.||  aan

也就是说,   在这里只是强调 N 的存在性,  而不追 



返回 后页 前页 

3. 极限的几何意义 

示当 n >N 时,  .lim,);( aaaUa n
n

n 


即

从几何上看,  ,实际上就是 时有 Nn “ ”||  aan

所有下标大于 N 的 an 全都落在邻域              之内， );( aU

而在              之外, { an } 至多只有有限项( N 项 ). );( aU

反过来, 如果对于任意正数 ,  落在             之外至 );( aU

多只有有限项, 设这些项的最大下标为 N,  这就表 
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{ an } 的有限多项,  则称数列 { an } 收敛于a . 这样, 

{ an } 不以 a 为极限的定义也可陈述为:存在 ,00 

之外含有 { an } 中的无限多 0 0
( )a a 使得在 ， 

不以任何实数 a 为极限. 

以上是定义 1 的等价说法,  写成定义就是: 

定义1' 任给 ,  若在              之外至多只有 0 );( aU

项. 

注  { an }无极限（即发散）的等价定义为: { an } 
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2定义 lim 0, { } .
n n

n
a a


若 则 为无穷小数列称

 2

1 !
. 1

n

n

n
q q

n n
例 和 是无穷小数列 当 时,如

   
   

   

{ }2.1 } {
n n

a a a a数列 收敛于 的充要条件是:定理 

以下定理显然成立,请读者自证. 

4.无穷小数列和无穷大数列 

是无穷小数列.

是无穷小数列.
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,大数列 记作

lim .
n

n
a


 

,穷大数列 负无穷大数列或 分别记作

lim lim .
n n

n n
a a

 
   或

3定义 { } 0,
n

a G设 是一数列,若对任意 总存在正

, , , { }
n n

N n N a G a整数 使 无则称 穷得任意 是 

, , { }
n n n n

a G a G a G a若 改为 或 则称 正无是   
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六、一些例子 

为了更好地理解 定义, 再举一些例题. ”“ N

例5  证明 发散. })1({
n

又因 a 是任意的, 所以        发散.   a 为极限. }{ na

证  对于任意实数 a, 取 ,
2
1

0  :})1({}{ 满足n
na 

之外有无限多 )
2
1

,
2
1

(,)0(0  aaaa 在时当

所以由定义1', 不以 }{ na个偶数项（奇数项）. 



返回 后页 前页 

.0
!

lim 
 n

a
n

n
例6  证明 

解 ,0,1||    时a

 

 

| | 1
| |

 ,
| | !

a
a

N
a



取 当 Nn  时， 

   

  

| | | |

| | | | | | | |
0

! 1 2 | | | | 1

a n a

n
a a a a a

n a a n



 
 

 

 

| |
| | | |

.
| | !

a
a a

a n
  

从而 .0
!

lim 
 n

a
n

n

时，，取时，当   
1

    NnNa 


1||0 ,
1

!


nn

a
n
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例7  证明 .0
1

sinlim 
 nn

证  任给正数 ,
1

 ,   N n N


 取 当 时，

.
1

0
1

sin 
nn

有项都能使不等式                     成立即可.  || aan

注 这里我们将 N 取为正数,  而非正整数. 实际上 

N 只是表示某个时刻,  保证从这一时刻以后的所 
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一、惟一性 

§2   收敛数列的性质 
    本节首先考察收敛数列这个新概念有哪

些性质？然后学习怎样运用这些性质. 

七、一些例子 

六、极限的四则运算 

五、迫敛性(夹逼原理) 

四、保不等式性 
三、保号性 
二、有界性 

返回 
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一、惟一性 

定理 2.2 若 }{ na 收敛, 则它只有一个极限. 

证 设 .}{ 的一个极限是 naa 下面证明对于任何 

定数 .}{, 的极限不能是 nabab 

若 a，b 都是 { an } 的极限，则对于任何正数  >0, 

有时，当   22 , NnN 

有时，当   11, NnN 

)1(;||  aan
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.ba 是任意的，所以因为

当 n > N 时 (1), (2)同时成立, },,max{ 21 NNN 令

从而有 

)2(.||  ban

.2||||||  baaaba nn
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二、有界性 

即存在 0, | | , 1, 2, .
n

M a M n  使得

证 lim ,n
n

a a


设 对于正数 1, ,N n N    时,有

| | 1,na a  1 1 .na a a   即

若令 
1 2max{ | |,| |, ,| |,| 1 |,| 1 | },nM a a a a a  

则对一切 正整数 n , 都有 | | .na M

定理 2.3  若数列 ，为有界数列则收敛 }{,}{ nn aa
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件. 

注  数列 })1{(
n 是有界的, 但却不收敛. 这就说 

明有界只是数列收敛的必要条件，而不是充分条 
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三、保号性 

定理 2.4 lim ,n
n

a a


设 对于任意两个实数 b, c ,  

证 min{ , } 0, , ,a b c a N n N      取 当 时

注 ),0(0  aa 或若 我们可取 ( ) ,
2 2

a a
b c 或

0 ( 0 ) .
2 2

n n

a a
a a   则 或

这也是为什么称该定理为保号性定理的原因. 

.
n

b a c 故,nb a a a c      

               ,  则存在 N, 当 n > N  时, .cab n b a c 
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例1  证明 .0
!

1
lim 


n

n n

证 对任意正数  , 
(1 )

lim 0 ,
!

n

n n




因为 所以由   

 1
1,

!

n

n




1
.

!
n

n
即

这就证明了 .0
!

1
lim 


n

n n

0, ,N n N  当 时定理 2.4, 
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四、保不等式性 

定理 2.5 { }, { }n na b设 均为收敛数列,  如果存在正 

0 0
, , ,

n n
N n N a b 数 当 时 有 lim lim .n n

n n
a b

 
则

证 lim , lim .
n n

n n
a a b b

 
 设 , ,

2

a b
b a 


 若 取

,
22

baba
aan





 ,

22

baba
bbn







,n na b故 导致矛盾. 所以 .a b

0, , ,N N n N 由保号性定理 存在 当 时
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是严格不等式. 

注  若将定理 2.5 中的条件             改为 ,
n n

a b
nn ba 

这就是说,  即使条件是严格不等式, 结论却不一定 

也只能得到 lim lim .
n n

n n
a b

 


例如 ,  虽然 
1 2

,  
n n
 但

1 2
lim lim 0 .
n n nn 
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五、迫敛性 (夹逼原理) 

定理 2.6  设数列 }{},{ nn ba 都以 a 为极限, }{ nc数列

.lim}{ acc n
n

n 


且收敛，

证  对任意正数 



n
nn

n
aba ,limlim,因为  所以分 

,,, 121 时使得当别存在 NnNN  ;naa 

2
.

n
n N b a   当 时, ,}max{ 2,1,0 NNNN 取

.  abcaaNn nnn时，当 这就证得 

满足:  存在 ,,, 00 nnn bcaNnN  有时当 则 
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例2  求数列 }{ n
n 的极限. 

  ,2
2

)1(
)1( 2 


 nh

nn
hn n

n
n

,1
1

2
1lim1lim 












 nnn

所以由迫敛性，求得 .1lim 


n

n
n

.lim acn
n




.
1

2
111




n
hn n

n
故 又因 

解 1 0,
n

n
h n  设 则有 
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六、四则运算法则 

定理2.7 为收敛数列，与若 }{}{ nn ba },{ nn ba 则 

(1)  lim lim lim ;n n n n
n n n

a b a b
  

  

(2)   ,limlimlim n
n

n
n

nn
n

baba


 当 nb 为常数 c 时, 

;limlim n
n

n
n

bcbc




(3) ,0lim,0 


n
n

n bb若 也收敛，且则








n

n

b

a

.limlimlim n
n

n
n

n

n

n
ba

b

a




也都是收敛数列, 且有 }{,}{ nnnn baba 
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,n N当 时 | | , | | ,
n n

a a b b    有 所以 

  ,2||||||  bbaababa nnnn

由 的任意性, 得到 

  .limlimlim n
n

n
n

nn
n

bababa




证明 (2) ,}{ 收敛因 nb ,}{ 有界故 nb .|| Mbn 设

对于任意 0, ,n N  当 时 有

| | , | |
1 | | 1

n n
a a b b

M a

 
   

 
，

证明 (1) lim , lim ,
n n

n n
a a b b

 
 设 0, ,N  存在
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,2||||||||  bbaaab nnn

由 的任意性,  证得  

.limlimlim n
n

n
n

nn
n

bababa




证明 (3) ,
1

n

n

n

n

b
a

b

a
因为 由(2), 只要证明 

.
lim

11
lim

n
n

n
n bb






,0b由于 据保号性,  ,, 11 时当 NnN 

|||| abababbaabba nnnnnn 于是 
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| |
| | .

2
n

b
b 

又因为 
2 2

lim , , ,
n

n
b b N n N


  当 时

时，当取 NnNNN  },,max{ 21

2

1 1 2
n

n

n n

b b
b b

b b b b b



     ，

即 
1 1

lim .
n

nb b


lim

lim .
lim

n
nn

n
n n

n

a
a

b b







所以

,
2

2


b

bbn 
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七、一些例子 

例3  用四则运算法则计算 

1

1 1 0

1

1 1 0

lim ,
m m

m m

k k
n

k k

a n a n a n a

b n b n b n b









   

   

, 0.m km k a b 其中

(1)  当 m=k 时,  有 

 
1

lim 0 0 ,
n n





 依据 分别得出: 解 
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mmmm

mmmm

n

n
b

n
b

n
bb

n
a

n
a

n
aa

111

111

lim

0111

0111















.
m

m

b

a


1

1 1 0

1

1 1 0

lim
m m

m m

k k
n

k k

a n a n a n a

b n b n b n b









   

   

(2) 当 m < k 时,  有 
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1 1 01

1 1 01

1 1 1

1
lim lim

1 1 1

m m m m

k m
n n

k k k k

a a a a
n n n

n
b b b b

n n n

 


 

 

   

 

   

.00 
k

m

b

a

1

1 1 0

1

1 1 0

lim
m m

m m

k k
n

k k

a n a n a n a

b n b n b n b









   

   

,

0, .

m

m

a
m k

b

m k





 


，
原式 =

所以 
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例4  0, lim ,n n
n

a a a


 设 lim .n
n

a a


求证

证 0,
n

a 由于 根据极限的保不等式性, 有 .0a

(1) 0 ,a  时 有 | 0 | ;n na a   

(2) 0 ,a  时 有

| | | |
| | .n n

n

n

a a a a
a a

a a a a

 
   



lim .n
n

a a


故 得证

对于任意 0, , , | | .nN n N a a     当 时 于 

是可得: 
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例5  0, lim 0, lim 1 .
n

n n n
n n

a a a a
 

   求证设

证 lim 0 ,n
n

a a


 因为 根据极限的保号性,  存在 

N, 当 n>N 时, 有 
3

,
2 2

n

a a
a  即

3
.

2 2

n n
n

n

a a
a 

又因为 
3

lim lim 1 ,
2 2

n n

n n

a a

 
  所以由极限的迫 

lim 1 .
n

n
n

a


敛性, 证得 
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例6  1 2, , , ma a a设 为 m 个正数, 证明 

1 2 1 2lim max { , , , } .
n

n n n

m m
n

a a a a a a


   

1 2 ,
n nn n n

ma a a a m a    

证 
1 2max { , , , } .ma a a a设 由 

lim lim ,
n

n n
m a a a

 
 

以及极限的迫敛性, 可得 

1 2 1 2lim max { , , , } .
n

n n n

m m
n

a a a a a a a
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定义1 +{ } ,{ } N ,n ka n设 为数列 为 的无限子集 且

1 2 ,kn n n   

则数列

1 2
, , , ,

kn n na a a

{ } , { }.
kn na a称为 的子列 简记为

注 , { } { } { },
kn n na a a由定义 的子列 的各项均选自

{ } { }
kn na a且保持这些项在 中的先后次序. 中的第

{ } , .n k kk a n n k项是 中的第 项 故总有
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定理 2.8 { } , { }n na a a若数列 收敛到 则 的任意子列

{ } .
kna a也收敛到

证 


      lim . 0, , , .n n
n

a a N n N a a设 则 当 

{ } { } . ,
kn n ka a n k设 是 的任意一个子列 由于 因此

, , .
kk nk N n k N a a     时 亦有 这就证明了

lim .
kn

k
a a




注 2.8由定理 可知,若一个数列的两个子列收敛

于不同的值,则此数列必发散.
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例7  lim
n

n
a a


求证 的充要条件是

.limlim 212 aaa n
n

n
n







证 (必要性) lim 0, , ,
n

n
a a N n N


    设 ，则 时

.|| aan

所以因为 ,12,2 NnNn 

， || 1-2 aa n .|| 2 aa n

2 1 2
( ) lim lim , 0, ,

k k
k k

a a a N


 
    充分性 设 则

k N当 时，
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12k -| a a |   ， 2k| a a | . 

 2 ,N K n N 令 当 时,则有

| | ,na a  

lim .
n

n
a a


所以
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例8 
1

( 1) (1 ). { } .
n

n na a
n

 若 = 证明数列 发散

解 显然

2

1
lim lim(1 ) 1.

2
k

k k
a

k 
  

因此, { } .na数列 发散

2 1

1
lim lim (1 ) 1;

2 1
k

k k
a

k
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    学过数列极限概念后，自然会产生两个
问题：一是怎么知道一个数列是收敛的? 

即极限的存在性问题; 二是如何计算数列的
极限?  其中,  判断数列是否收敛,  这在极限
理论中占有非常重要的地位. 

§3   数列极限存在的条件  

一、单调有界定理  

下面就极限存在性问题, 介绍两个重要定理. 

二、柯西收敛准则 

返回 

G:/上册/数分上册.ppt
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一、单调有界定理 

定理 2.7   单调有界数列必有极限. 

证  该命题的几何意义是十分明显的.  

}{ na不妨设 单调增，有上界.  由确界定理，存在 

sup{ } .
n

a  由上确界的定义，对于任意的 ,0

使 存在 
0
,na

0
.na    0( ) ,n n N 故当 时

   
( ) 

x

0na



)( 0nnan 
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例1 设 
1 2, , 2 2 2 , ,n

n

a a    

求 lim .n
n

a


1 12 2n n n na a a a     

1,n na a  则有

2 2 1
0 . 2 2 , ;

n
a a a a   显然 因 故 设解 

0
,n na a         

这就证明了 lim .n
n

a 




1

1

0,
2 2

n n

n n

a a

a a
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2
2 2, 1.A A A A    ，并解出

}{ na由此得到 有上界 2 , lim .n
n

a A


故极限 存在

lim 2 .n
n

a




1 2 2 2 2.n na a     

1, 2 2 ,a  显然 2 ,na 设 则

由极限的不等式性,   知道            ,   所以 0A 

.}{ 递增所以 na 下面再来证明此数列有上界. 

于是由 1lim lim 2 ,n n
n n

a a
 

  可得 
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例2  下面的叙述错在哪儿？ 

.22
1

1 n

n

n aa  



因为显然有 0, { } .
n n

a a 所以 递增 lim ,
n

n
a A


设

2 , 1, 2, ,
n

na n “设 则

2 0 ,A A A  

lim 2 0 .
n

n
即 ”

从而得出 
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1

(1 )
n

ne
n

考察数列 的收敛性,下面的证法
 

  
 

利用二项式展开,得

1 1 2 1
(1 )(1 ) (1 ), (1)

!

n

n n n n


    

是最基本的, 而教材上的证法技巧性较强. 

2

1 ( 1) 1 ( 1) 1 1
1

2! !
n n

n n n n
e n

n nn n

 
    

1 1 1 1 1 2
1 (1 ) (1 )(1 )

1! 2! 3!n n n
      

e.介绍另一个重要的无理数

 π以前知道圆周率 是一个重要的无理数,现在来
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1 1 2
(1 )(1 ) (1 ).

( 1)! 1 1 1

n

n n n n
   

   

由此得 

11 nn e 的前 项小,而 的最后一项大于零.因此

1 ,n n ne e e把 和 的展开式作比较就可发现 的展开

1

1 1 1 1 1 2
1 (1 ) (1 )(1 )

1! 2! 1 3! 1 1
ne

n n n
       

  

1 1 2 1
(1 )(1 ) (1 )

! 1 1 1

n

n n n n


    

  

 11 nn e式有 项,其中的每一项都比 的展开式中
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1, 1,2, .n ne e n 

{e }n从而 是单调增数列,且

1 1 1 1
1 . (2)

1! 2! 3! !
ne

n
     

2 1

1 1 1
1 1 3,

2 2 2
n n

e


      由此

{ } . lim .n n
n

e e


这就证明了 又是有界数列 于是 存在

e ,记此极限为 即
1

e lim(1 ) .
n

n n
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*例3 
1 1 1 1

1 , 1,2, ,
1! 2! 3! !

ns n
n

      设

2 1

1 1 1
1 1 3,

2 2 2
n n

s


       

证 { }ns显然 是单调增数列,且由例2中的(2)式,

lim ,n
n

s


因此 存在且由极限的保不等式性

e lim lim .n n
n n

e s
 

 

1 1 1 1
1

1! 2! 3! !
ne

n
     

lim e.n
n

s


证明: 
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1 1 2 1
(1 )(1 ) (1 ),

!

m

m n n n


    

, ,n因此 在上式中两边令 得

,n m又对任意 

1 1 1 1 1 2
1 (1 ) (1 )(1 )

1! 2! 3!
ne

n n n
      

1 1 2 1
(1 )(1 ) (1 )

!

n

n n n n


    

1 1 1 1 1 2
1 (1 ) (1 )(1 )

1! 2! 3!n n n
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.

1 1 1 1
e lim 1

1! 2! 3! !
n m

n
e s

m
       

,m 当 时 由极限的保不等式性, e lim .m
m

s




从而
1 1 1 1

e lim lim(1 ).
1! 2! 3! !

n
n n

s
n 

      

1 1 1 1
e lim(1 ),

1! 2! 3! !n n
由公式 可以较快


     

e .地算出 的近似值
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由于

1 1 1
0 ,

( 1)! ( 2)! ( )!
n m ns s

n n n m
     

  

,m 令 得到

1
0 e , 1,2, .

!
ns n

n n
   

1010, e 2.7182818,n s  取 其误差

7

10

1
0 e 10 .

10 10!
s
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例4 . : sup ,S S a S设 是有界数集证明 若 则存 

{ } , lim .n n
n

x S x a


 在严格单调增数列 使得

证 0, ,a S x S   因 是 的上界,故对 使得

. , ,x a a S x a   又因 故 从而有

.a x a  

1 11, ,x S   现取 则 使得

1 1 .a x a  

2 1 2

1
min{ , }, ,

2
a x x S    再取 则 使得
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  1 2 ,a x a

1, nx 一般地 按上述步骤得到 之后,取

1

1
min{ , },n na x

n
  

,nx S则存在 使得

   ,n na x a

2 2 1 1( ) .x a a a x x     且有

1 1( ) .n n n nx a a a x x       且有

{ } ,nx S于是得到 它是严格单调的,满足
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   ,n na x a

lim .n
n

x a


这就证明了

   
1

, 1,2, .n nx a n
n

因此, 
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二、柯西收敛准则 

定理 2.8  数列 }{ na 收敛的充要条件是: 

0 , ,N n m N  对于任意正数 ，存在 ，当 时 有

.n ma a  

柯西准则的充要条件可用另一种形式表达为： 

满足上述条件的数列称为柯西列. 

| | .
n n p

a a 


 

0, 0,N n N    当 时，对任意 +N ,p 均有 
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时,  有 

| | ,
2

na A


  | | .
2

ma A


 

.
2 2

n m n ma a a A a A
 

       

lim . 0 ,n
n

a A 


  设 由极限定义，证 

此这里仅给出必要性的证明. 

由此推得 

 柯西( Cauchy,A.L. 

 1789－1857 ,法国 )   

, ( , )n m N n m N 当 或0,N 

由于该定理充分性的证明需要进一步的知识，因  
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0 0

1 1 1

1 2 2
n mx x

N N N
    

 

NNN 2

1

2

1

2

1
 

0 .

由柯西收敛准则的否定陈述,  可知   }{ nx 发散. 

发散. 

1 1
1 , 1, 2, .

3
nx n

n
    设 证明 { }nx例5 

证 取 ，
2

1
0 

0 00, , 2 ,N n N m N     使得 
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1

sin( 1) sin

2 2
n m m n

m n
x x




   

1 2

sin1 sin2 sin
, 1, 2, .

2 2 2
n n

n
x n    设例6 

{ } .nx 收敛求证 

log
0, ,

log2
N





   证  ,n m N 当 时 有

1

1 1

2 2
m n

  
1 1

1 1 1
( 1 )

2 2 2
m n m  

   

1

2 1
( 1 )

2 2
m n m 

 
1

2
m

   { } .nx 收敛
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例7 1: , 1,2, ,
n

n na a r n   设数列满足条件

(0,1). { nr a其中 求证 }收敛.

1 1 2 1n m n n n n m ma a a a a a a a          

证 ,n m若 则

1 1
.

1 1

n m n
n n m r r r

r r r
r r

  
     

 

lim 0, 0, , ,
1

n

n

r
N n N

r



    


由于 于是

.
1

n
r

r
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,m n N 若 就有

.
1

n

n m

r
a a

r
  



{ na由柯西准则, }收敛.
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论上特别有用,  大家将会逐渐体会到它的重要性.      

注   柯西收敛准则的意义在于:   可以根据数列通  

项本身的特征来判断该数列是否收敛,  而不必依  

赖于极限定义中的那个极限值 A. 这一特点在理  
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