
第六章    定积分在几何中的应用 

一、定积分的元素法 

二、 平面图形的面积 

四、 平面曲线的弧长 

三、 立体图形的体积 



一、定积分的元素法 
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（1）      ;U x是一个与变量 的变化区间[a,b]有关的量   

则可考虑用定积分来表达这个量 U   
 

一般地， 若某实际问题中的所求量 U 符合以下条件： 
 

（2）  ;U 关于区间具有可加性   

 

  （3）    ( ) .i i iU f x x 部分量 的近似值形如  

          可以用定积分解决的问题 



（2）  [ , ]    ,     [ ,  d ],   a b n x x x设想把 分成 个小区间 选取典型小区间 求出此区间 

    U得到 的积分表   ( )d ,    
b

a
U f x x U 达式 计算定积分得到量  

 

（1） ,    ,    [ , ] ;x a b根据实际问题 选取一个积分变量 并确定其变化区间  

   Δ ( )d ,      d ( )d  U U f x x U U f x x  上部分量 的近似值 得到所求量 的元素   

 

（3）    ( )d   ,    [ , ]  ,  U f x x a b以所求量 的元素 为被积表达式 在区间 上作定积分   

                                具体过程 

 元素法 



(1) 确定所求量U 和自变量 x及其变化区间[ , ]a b ； 

 

(2) 根据自变量 x和增量dx，在区间[ , ]x x dx 上找出 ( )f x ，建立U 的增量近 

 

似表达式            ( ) ( )U x dU f x dx        

注记 1：利用微元法的解题步骤 

 

(3)  计算定积分 [ , ] ( )
b

a
U a b f x dx  . 

 



二、平面图形的面积 

           

 1. 平面直角坐标： 

 一般地，平面图形的面积元素都用小矩形的面积表示 
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（1）求 x a ， x b ， ( )y f x 和 ( )y g x 所围图形的面积 

     

以 x 为积分变量，积分区间[ , ]a b .面积元素 [ ( ) ( )]dA f x g x dx  ，则 

( ) ( )
b

a
A f x g x dx 



二、平面图形的面积 

           

 

（2）同理可得由 ,y y   （  ），
1( )x y 和

2( )x y 所围图形的面积为 

              
1 2( ) ( )A y y dy




    

 

1. 平面直角坐标： 

 



注记 2：求平面图形的面积一般步骤为： 

（1） 作草图，确定积分变量与积分区间； 

（2） 求出面积微元素； 

（3） 计算定积分，求出面积. 

 



                       

例 1   求 2y x ， 1, 0x y  围成的平面图形的面积. 

 

解：解方程组
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得曲线 2y x 与 1x  的交点：  1,1A  

  
 

 

显然曲线 2y x 与 0y  的交点为  0,0O , 

  

 

取 y 为积分变量，则0 1y  ,且在[ , ]y y y  上的面积元素 

  

 

 于是所求的图形的面积       
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  例2 计算抛物线y22x与直线yx4所围成的图形的面积.  

    解   
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  例2 计算抛物线y22x与直线yx4所围成的图形的面积.  

思考:若按上下曲线来计算面积会怎么样？ 

提示： 
(8,4) 

(2,-2) 
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2 2( ( ))A x x dx  
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2 4( ( ))x x dx  



例 3 计算椭圆
2 2

2 2
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x y

a b
  所围图形的面积.

解：由对称性，所求面积为它在第一象限部分面积的 4倍.

取 x为积分变量，由公式得所求面积
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第一象限椭圆的参数方程为 



注记 3：设曲线 L的参数方程是  
( )
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，若 

（1） ( ), ( )x t y t 具有连续的一阶导数 

（2） ( ) 0, ( )y t x t 严格单调， 

（3） ( ) , ( ) .x a x b    

则由曲线 L及 ,x a x b  及 x轴围成的曲边梯形的面积是 

   A y t x t dt



     



2. 极坐标系的情形 

 

设在极坐标系下，一平面图形由曲线 )(rr  及射线  ，  )    (    

围成(称这样的平面图形为曲边扇形)， ( )r  在[ , ]  上连续．  

（1）取 为积分变量，则 [ , ]   ，在[ , ]  上任取一小区间[ , ]d   ，             

 

 

 

（2） 面积元素 21
( )

2
dA r d  ，             

 

 

 

            （3）所求曲边扇形的面积 21
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例 3：求阿基米德螺线 ( 0)a a   对应 从 0 到 2 所

围图形面积 .

解：从 0 到 2 所围图形的面积 元素为  
21

2
dA a d  .    

 

            所求图形的面积  
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1 旋转体的体积

        旋转体就是由一个平面图形绕这平面内一条直线旋转一周而成的立体． 

      这直线叫做旋转轴. 

 

                            2[ ( )]
b

a
V f x dx   

 

 

 

 

 

（1）曲边梯形0 ( ),y f x a x b    绕 x轴旋转一周所成的

旋转体的体积

xO a x b

y=f(x)A(x)

y

（2）曲边梯形0 ( ),x x c y d    绕 x轴旋转一周所成的

旋转体的体积
                            2[ ( )]
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二、体积 



 例4 连接坐标原点O及点P(h, r)的直线、直线xh及x轴

围成一个直角三角形. 将它绕x轴旋转构成一个底半径为

r、高为h的圆锥体. 计算这圆锥体的体积.  

旋转体的体积：   

 解   
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       解       解 旋转椭球体可以看作是由半个椭圆 22 xa
a

b
y  及 x  

轴围成的图形绕x轴旋转而成的立体.    

        旋转椭球体的体积为    

 例5计算由椭圆               所成的图形绕x轴旋转而 1
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 成的旋转体(旋转椭球体)的体积. 



二、体积

2. 平行截面面积已知的立体的体积

        设一物体位于平面 x a （过 x轴上的点 a，且垂直于 x轴的平面）与 x b 之间， 

      任意垂直于 x轴的平面截该物体，所得截面面积为 ( ) A x 在[ , ]a b 上连续. 

     从而立体的体积元素 ( )dV A x dx ，所以立体的体积 

     ( )
b

a
V A x dx  . 

A(x) y 

 

 

 

 

 

     任意一个区间[ , ]x x dx 的薄片的体积近似于底面积为 ( )A x 高为 dx的扁柱面的体积 



x 

A(x) 

dV=A(x)dx 
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已知平行截面面积为 A(x)的立体 
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例7 一平面经过半径为R的圆柱体的底圆中心, 并与底面

交成角. 计算这平面截圆柱所得立体的体积.  

         建立坐标系如图, 则底圆的方程为x2y2R2.  

所求立体的体积为 

 解   
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立体中过点x且垂直于x轴的截面为直

角三角形, 其面积为  



三、平面曲线的弧长 

        设曲线弧由直角坐标方程 

yf(x)  (axb) 

给出, 其中f(x)在区间[a, b]上具有一阶连续导数.  

        在曲率一节中, 我们已经知道弧微分的表达式为  

这也就是弧长元素.  

因此, 曲线弧的长度为 

dxyds 21  .  

 
b

a
dxys 21 .  



    例 1 计算曲线 2
3

3

2
xy 上相应于 x 从 a 到 b 的一段弧的         例8   

长度.   

因此, 所求弧长为  

  解   

曲线yf(x)(axb)的弧长：   
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   2. 曲线方程为参数形式时曲线的弧长 

    

   设曲线的参数方程为 ( )x t ， ( )y t （ t    ） 

   （1） ( ), ( )t t  在[ , ]  连续可导， 

 

   （2） 2 2( ) ( ) 0t t    . 

则 曲线的弧长为    
2 2( ) ( )s t t dt




     

四．平面曲线的弧长



四．平面曲线的弧长

 

 

 

 

 

  3. 极坐标系中曲线的弧长 

    

 设曲线的极坐标形式 )(    ], , [   , )(  rrr  连续可导 ，则曲线的弧长为 

2 2 2 2 ( ) ( )  ( ) ( )s x y d r r d
 

 
           .     
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25. cos , sin .P x a t y a t 计算星形线 的全长
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