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学习基本要求
 

第三章矩阵的初等变换与线性方程组


 

1.了解矩阵的初等变换和矩阵等价的概念.


 

2.理解矩阵的秩的概念

 
及性质，掌握求矩阵秩的方法.


 

3.熟练掌握初等变换求线性方程组解的方法.


 

4.理解线性方程组解的判定定理.



学习考研要求
 

第三章矩阵的初等变换与线性方程组


 

1.了解矩阵的初等变换和矩阵等价的概念.掌握初等变换求

 逆矩阵的方法.


 

2.了解初等矩阵的定义，掌握初等矩阵的性质，理解矩阵

 乘法与矩阵等价之间的关系.


 

3.理解矩阵的秩的概念，掌握矩阵秩的性质及求法.


 

4. 熟练掌握初等变换求线性方程组解的方法.


 

5.理解线性方程组解的判定定理，能用判定定理判断系数

 含参数方程组解的情况.



学习内容
 

第一节

 
矩阵的初等变换

第一节
 
矩阵的初等变换

引入

利用消元法求解线性方程组
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于是，解得
1 3

2 3

4

4
3

3

x x
x x
x

 
  
  

其中，
 

是自由未知数，可以任意取值.3x
令 3x c ，方程组的解可记为：

1
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       

其中
 

为任意常数.c

B5
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1.初等变换

定义1   下面三种变换称为矩阵的初等行（列）变换

(1) 互换矩阵的某两行(列)；

(2) 用数
 
乘矩阵的某一行(列)；

(3) 把矩阵的某一行(列)元素的
 

倍加到另一行
 (列)的对应元素上去；

记作

记作

记作

rr ji   cc ji 
ok 

kri   kci 

i jr kr  i jc kc

k
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矩阵的初等行变化与初等列变换统
 称为矩阵的初等变换

三种初等变换都是可逆的.且其逆变
 换是同一类型的初等变换，即

rr ji  的逆变换是其本身

kri  的逆变换是
1

ir k


i jr kr 的逆变换是 i jr kr
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2.矩阵等价

若矩阵
 

经过有限次初等变换化为矩阵
 

，则称
 矩阵

 
与

 
等价，记作

性质
 

(1)反身性：
 

；

(2)对称性：若
 

，则
 

；

(3)传递性：若
 

，
 

则
 

.

A B
BA

A B

A B
A A

B A
B C A C

定义
 

若矩阵
 

经过有限次初等行（列）变换化
 为矩阵

 
，则称矩阵

 
与

 
行（列）等价，记作

A
B BA

r
A B

c
A B 

 
 


A B
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下面用矩阵的初等行变换来解方程组（1），其过程可

与方程组（1）的消元过程一一对照



























97963
42264
41211
21112

B

～
21 rr 

23 r
1

1 1 2 1 4
2 1 1 1 2
2 3 1 1 2
3 6 9 7 9

B

 
    
  
 

 
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～
3 12r r

4 13r r
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  
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～
3 25r r

4 23r r
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B
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   
 
 

 
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～
4 32r r
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   
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 
 

3 4r r
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由方程组（
 

）得到解的回代过程，也可用矩

4B

阵的初等行变换来完成，即

～
21 rr 

32 rr  5

1 0 1 0 4
0 1 1 0 3
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0

B

 
   
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 
 
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行阶梯形矩阵，其特点是：可画出一条阶梯线，

线的下方全是0；每个台阶只有一行，台阶数就是

非零行的行数；阶梯线的竖线，每段竖线的长度为
 

一行，竖线后面的第一个元素为非零元，也就是非
 

零行的第一个非零元.
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5

1 0 1 0 4
0 1 1 0 3
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0

B

 
  
 
 
 

行最简形矩阵，其特点是：非零行的第
 

一个非零元为1，且这些非零元所在的列的
 

其他元素都为0.
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命题1
 

对于任何矩阵
 
，总可经过有限次初

 
等行变换把它变为行阶梯形矩阵和行最简形矩阵.

nmA 

对行最简形矩阵再施以初等列变换，可变成一种形状
 

更简单的矩阵，即

5

1 0 1 0 4
0 1 1 0 3
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0

B

 
  
 
 
 

～

43 cc 

4 1 2c c c 

5 1 2 34 3 3c c c c  

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

F

 
 
  
 
 
 

矩阵
 

称为矩阵
 

的标准形，其特点是：F的左
 上角是一个单位阵，其余元素全为0

F B
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命题2  对于任何矩阵
 
，总可经过有限次初

 
等变换把它化为标准形

nmA 

nm

r

oo
oE

F












此标准形由
 

三个数完全确定，其中
 

就是行阶梯形矩阵中非零行的行数.

rnm ,, r

例1 化矩阵
 

为标准形.









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










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4321

A
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3.  初等矩阵:  由单位矩阵经过一次初
 等变换所得到的矩阵，称为初等矩阵．

(1)

第i 行

第j 行

第i列 第j列

 






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
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
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
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







1

1
01

1

1
10

1

1

,




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






jiE
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(2)

第
 

i 行

第
 

i 列

  































1

1

1

1





kkiE
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(3)

第 j 行

第
 

i 行

第
 

i 列 第 j 列

     































1

1

1

1

,,







k
kjiEjkiE
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初等矩阵可逆，且它们的逆矩阵还是初等矩阵：

   jiEjiE ,, 1     















k
iEkiE 11

     jkiEjkiE ,, 1 

     kjiEkjiE  ,, 1

初等矩阵的转置仍是同类初等矩阵:

   jiEjiE T ,,       kiEkiE T 

     kijEjkiE T ,, 
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定理
 

若对
 
作一次初等行(列)变换，则相当

 
于对

 
左(右)乘一个相应的m(n)阶初等矩阵．

nmA


A

定理
 

设
 

与
 

为
 
矩阵，那么：A

定理
 

方阵
 

可逆的充分必要条件是存在有限个
 

初等矩阵
 

，使

A
lPPP ,,, 21  1 2 lA PP P 

B
r

A B

nm

(i) 是存在
 

阶可逆矩阵
 

，使 m P BPA
c

A B(ii) 是存在
 

阶可逆矩阵
 

，使 n Q AQ B

A B(iii) 是存在可逆矩阵
 

及
 

，使 P PAQ BQ
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推论
 

方阵
 

可逆的充分必要条件是A
r

A E

推论
 

方阵
 

可逆的充分必要条件是A
c

A E

推论
 

方阵
 

可逆的充分必要条件是A A E

学习内容
 

第一节

 
矩阵的初等变换



4.初等变换求逆法

理论：(1) n阶方阵
 

可逆 

A

r
A E

（2）
r

A E 即是
 

可经过有限次初等行

变换化为 E

（3）
 

若对
 

作一次初等行变换，则相当
 

于对
 

左乘一个相应的n阶初等矩阵．A
A

学习内容
 

第一节

 
矩阵的初等变换

A



nn 2  ,A E

A
E 1A

   1, ,A E E A
初等行变换

例2
 

设
 

求其逆矩阵
 

. 1A

















343
122
321

A

方法：先构造一个
 
矩阵

 
，然后对

其进行初等行变换，当左侧矩阵
 

成为单位矩阵

时，右侧矩阵
 

则成为
 
．即
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4.矩阵方程

其中
 

,  ,  为系数矩阵或常数矩阵,
为未知矩阵.

BAXBAX 1
1 BAXBXA

11  CBAXCAXB
A B C

X

例3
 

设






















461
351
341

B

解矩阵方程 XBAXA  2)( 112




















221
001
323

A
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定义
 

在
 

矩阵 中，任取 行与 列

，位于这些行列交叉处的
 

个元

素，不改变它们在
 

中所处的位置次序而得到

的
 

阶行列式，称为矩阵
 

的
 

阶子式.

nm A k

k

 nkmk  , 2k

A

A k

矩阵
 
的

 
阶子式共有

 
个.nm A k

k

k
n

k
m CC 

1. 矩阵秩的定义

学习内容
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第二节
 
矩阵的秩



定义
 

设矩阵
 

中有一个不等于0的
 

阶子式

，且所有
 
阶子式（如果存在的话）全等于0，

那么
 

称为矩阵
 

的最高阶非零子式，数
 

称

为矩阵
 

的秩，记作
 
.

A

A

r D

1r 

r
A )(AR

规定零矩阵的秩等于零.

若矩阵
 
的所有

 
阶子式等于零，则它所

 
有的高于

 
阶的子式也全等于零.

A 1r 
1r 
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2. 矩阵秩的性质

(i)                                      ,                      ;   nmAr nm ,min0     OAAr  0

(iii)若矩阵
 

中有所有
 

阶子式等于0，则A t tAR )(

(ii) 若矩阵
 

中有某个
 

阶子式不为0，则A s sAR )(

(iv)矩阵A的秩＝r 的充分必要条件是A有一个r 阶
 子式不为0 ,而所有(包含该r 阶子式)的r+1阶子式
 全为0;

(v)                                      ;     BrArBAr 

(vi)                                       ;     BrArBAr ,

学习内容
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(vii)                                            ;
(viii) 若A可逆，则

 
;

(xi)初等变换不改变矩阵的秩 .

      BrArABr ,min

   BrABr 

(x)n阶方阵A可逆的充分必要条件是
 

;

(ix)同阶矩阵A和B等价的充要条件是
 

;

  nAr 
   BrAr 

例4
 

设
 

为
 

阶方阵，证明A n
nEAREAR  )()(

学习内容
 

第二节

 
矩阵的秩



3. 矩阵秩的求法

3.1 原理

（1）若
 
，则A B )()( BRAR 

（2）行阶梯形矩阵的秩等于其非零行的行数

3.2 具体做法

对所求矩阵
 
进行初等行变换化为行

阶梯型矩阵，则行阶梯形矩阵的非零行的行数

即为矩阵
 
的秩.

A

A

学习内容
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矩阵的秩



例5
 

设

























41461
35102
16323

05023

A

求矩阵
 

的秩，并求
 

的一个最高阶非零子式.AA

学习内容
 

第二节

 
矩阵的秩



例6
 

设






















 1

1

365
23

121
A

已知
 

，求
 

的值.( ) 2R A  ,

学习内容
 

第二节

 
矩阵的秩



线性方程组的一般形式















bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

mnmnmm

nn

nn







2211

22222121

11212111

 

 mjbj ,,2,10 特别地，
称为齐次线性方程组，记  

学习内容
 

第三节

 
求解线性方程组

第三节
 
求解线性方程组



线性方程组的矩阵形式

其中

， ，

称矩阵
 

为线性方程组
 
的增广矩

 阵





















aaa

aaa
aaa

A

mnmm

n

n







21

22221

11211

 

齐次线性方程组的矩阵形式

1

2

m

b
b

b

b

 
 
 
 
 
 



1

2

n

x
x

x

x

 
 
 
 
 
 



Ax o

( , )B A b

Ax b

学习内容
 

第三节

 
求解线性方程组



1.非齐次线性方程组
 

解的判断 

2.齐次线性方程组
 
解的判断 

(1)                           , 方程组有唯一解; 

(2)                            , 方程组有无穷多组解;   

(3)                            , 方程组无解．

(1) , 方程组有唯一零解;

(2)                      , 方程组有非零解．

    nArAr 

    nArAr 

   ArAr 

  nAr 

  nAr 

学习内容
 

第三节

 
求解线性方程组



例1   判别线性方程组是否有解.













3438
272
134

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

例2   当
 

取什么值时方程组有非零解.












02
0
0

zyx
zkyx
zykx

k

学习内容
 

第三节

 
求解线性方程组



定理
 

矩阵方程
 

有解的充分必要

条件是

BAX 
),()( BARAR 

学习内容
 

第三节

 
求解线性方程组



问题讨论


 

1.矩阵的初等变换与行列式的性质2,3,6的区别？


 

2.化行阶梯型矩阵与化三角行列式的区别？


 

3.讨论矩阵的秩的定义及性质？


 

4.线性方程组解的判定及求法？


 

5.讨论矩阵初等行变换与消元法解线性方程组的关系？
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