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第三章  中值定理与导数的应用

 

主要内容：

一、中值定理

二、洛必达法则

三、泰勒中值定理

四、函数的单调性与曲线的凹凸性

五、函数的极致与最值

五、函数图形的描绘



    二、罗尔中值定理

    三、拉格朗日中值定理

   四、柯西中值定理

§3.1 中值定理
 第三章 

  一、极值概念及费马引理

主要内容：



                    一、极值概念及费马引理

1. 极值的定义 

 

设函数 ( )y f x= 的定义域为D  

如果存在 0x 的某一邻域 

0( )U x D⊂ ，使得对任意的 0( )x U x∈  

（1）都有 0( ) ( )f x f x≤   

则称函数 ( )y f x= 在 

 
 
点 0x 处有极大值 0( )f x .

 
 点 0x 称为极大值点.

（2）都有 0( ) ( )f x f x≥   

则称函数 ( )y f x= 在 

 
 
点 0x 处有极小值 0( )f x . 

 
 点 0x 称为极小值点. 

极大值和极小值统称为极值；极大值点和极小值点统称为极值点 

 注记1：若函数的最 (大小)值在区间内部取得，则它一定是极值.  



2. 2. 费马引理费马引理

 （2）函数 ( )f x 在点 0x 取到极值 

则 

 

 （1）若函数 ( )f x 在点 0x 的某邻域 0( )U x 内有定义，且在点 0x 处可导 

0( ) 0f x′ =  

 
 我们把导数为零的点称为函数的驻点（或称稳定点，临界点）

 注记 2：可导函数的极值点一定是驻点. 

             一、极值概念及费马引理



不妨设 0( )x U x∈ 时 )()( 0xfxf ≤ ，于是，对于 )( 00 xUxx ∈Δ+ ， 

      费马引理的证明分析

)()( 00 xfxxf ≤Δ+

当 0xΔ > 时 

0y
x

Δ
≤

Δ

0 0
0

( ) ( ) lim 0
x

yf x f x
x++

Δ →

Δ′ ′= = ≤
Δ

0y
x

Δ
≥

Δ

极限的保号性 

当 0<Δ x 时 

0 0
0

( ) ( ) lim 0
x

yf x f x
x−−

Δ →

Δ′ ′= = ≥
Δ

0)( 0 =′ xf

0 0( ) ( ) 0y f x x f xΔ = + Δ − ≤

( )f x 在点 0x 处可导 

0 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x+ −′ ′ ′= =



有                )()( 00 xfxxf ≤Δ+ ， 

 

根据函数 ( )f x 在 0x 可导的条件及极限的保号性，便得到 

 

证明： 不妨设 0( )x U x∈ 时， )()( 0xfxf ≤ ，于是，对于 )( 00 xUxx ∈Δ+ ， 

从而当 0xΔ > 时， 0
)()( 00 ≤

Δ
−Δ+

x
xfxxf

 

0
)()(

lim)()( 00

0
00 ≤

Δ
−Δ+

=′=′
+→Δ

+ x
xfxxf

xfxf
x
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         费马引理的证明

0 0
0 0

0

( ) ( )( ) ( ) lim 0
x

f x x f xf x f x
x−−

Δ →

+ Δ −′ ′= = ≥
Δ

 

当 0<Δx 时， 0
)()( 00 ≥

Δ
−Δ+

x
xfxxf

. 

所以                    0)( 0 =′ xf . 



如果函数 ( )f x 满足 
 

（1）在闭区间[ , ]a b 上连续； 
 
 （2）在开区间 ( , )a b 内可导； 
 

（3） ( ) ( )f a f b= ，        

那么在 ( , )a b 内至少有一点ξ，使得. 
 

x

y

O

A B

)(xfy =
)()( bfaf =

a b
1ξ 2ξ

0)( =′ ξf  
导数为零欲论证

罗尔定理负重任  

二、罗尔定理



     罗尔定理的证明过程分析

( )f x 在[ , ]a b 连续 

( )f x 在[ , ]a b 上必取得它的最大值M 和最小值m 

mM = mM ≠

( )f x C= 是常函数 

( ) 0f x′ =

M,m不能同时取在端点 

( ) ( )f a f b=

M,m至少有一个取在 ( , )a b 内

不妨设M 取在 ( , )a b 内部即 

在 ( , )a b 内至少存在一点

( ) .f Mξ ξ =使  

存在 ξ 的某一邻域

ξ 是该邻域内的 
极大值点 

费马定

理可得
在 ( , )a b 内至少有一点ξ

使得 0)( =′ ξf   



证明: 由已知条件知 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上必取得它的最大值M 和最小值m  

（1）如果 mM = ， ( )f x 是常函数, 则 ( ) 0f x′ =  定理的结论显然成立.  
 

（2）如果 mM ≠ ， ( )f x 不是常函数.由于 ( ) ( )f a f b= ，因此 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上 

最值不能同时取在端点. 不妨 ( )M f a≠ . 则 ( )M f b≠ .所以在 ( , )a b 内至少存在一点 

邻域的极值点.由费马引理可得             

 

所以在 ( , )a b 内至少存在一点 ( ) .f Mξ ξ =使 因此存在 ξ 的某一邻域， ξ 是该 

 

   罗尔定理的证明

         ( ) 0f ξ′ =  



                      

例 1：验证 ( ) ln sinf x x= 在
5[ , ]

6 6
π π

满足罗尔定理，并求出ξ  

解：显然 ( ) ln sinf x x= 在
5[ , ]

6 6
π π

上连续，在
5( , )

6 6
π π

上可导. 

 
又           

5ln sin ln 2, ln sin ln 2,
6 6
π π
= − = −  

即
5( ) ( )

6 6
f fπ π

= .所以 ( ) ln sinf x x= 在
5[ , ]

6 6
π π

上满足罗尔定理条件. 

显然                           cos( ) cot
sin

xf x x
x

′ = =  
 

令 ( ) 0f x′ = 即 cot 0x = ，则
2

x π
= . 取

5( , )
2 6 6
π π πξ = ∈ 即 ( ) 0f ξ′ =  

       二、罗尔定理

因此 ( ) ln sinf x x= 在
5[ , ]

6 6
π π

满足罗尔定理的结论 



x

y

O
2ξ1ξ

ba

)(xfy =
A B

)()( bfaf = 有水平的切线

0)( 1 =′= ξfk斜率

（1）在闭区间上连续（2）在开区间内可导（3）端点纵坐标相等

的函数的图形上至少有一点处的切线是水平的.  

2( ) 0k f ξ′= =斜率

     罗尔定理的几何意义



                      

判断下列函数在给定的区间上是否满足罗尔定理的条件与结论

 

       课堂训练

（1） ( )f x x= ， [0,1]x∈ （2） ( ) , [ 1,1]f x x x= ∈ − （3） 3( ) , [ 1,1]f x x x= ∈ −

y

x
O

1−
11−

y

xO 11 x

y

O

( ) (0 1)f x x x= ≤ ≤  

满足（1）（2）

不满足（3） 

且结论不成立 

( ) , [ 1,1]f x x x= ∈ −  

满足（1）（3） 

不满足（2） 

且结论不成立 

3( ) , [ 1,1]f x x x= ∈ −  

满足（1）（2） 

不满足（3） 

但是结论成立 

注记 3：罗尔定理的三个条件至少有一个不成立时其结论可能成立也可能不成立. 



例 2：不管b取何值，方程 3 3 0x x b− + = 在 ( 1,1)− 上至多有一个实解. 

解：设 3( ) 3f x x x b= − + 假设方程 ( ) 0f x = 有两个实解 1 2, ( 1,1),x x ∈ −   

1 21 1.x x− < < <   

                
由罗尔定理可知，至少存在一个 1 2( , )x xξ ∈  使得  ( ) 0f ξ′ =   

 但当 1 21 1x xξ− < < < <  时 2( ) 3 3 3( 1)( 1) 0f ξ ξ ξ ξ ξ′ = − = − + <  

                 

显然 ( )f x 在 1 2[ , ]x x 上连续，在 1 2( , )x x 上可导，且 1 2( ) ( ) 0f x f x= =    

矛盾.故假设不成立.因此命题真.  

 

       二、罗尔定理



例 3：判断正误.  

                

1.  设 100 10( ) ( 1)f x x x= − ，则方程 ( ) 0f x′ = 在 (0,1)内至少有一个实根.  

2.  设 ( ) sinf x x x= ，则当 (0, )x π∈ 时曲线 siny x x= 上至少有一点的  

切线是水平的.  

       二、罗尔定理



观   察

若取消罗尔定理中 ( ) ( )f a f b= 这个特殊条件，如图所示.此时，连续 

 
曲线 ( )y f x= 的 AB 上除端点外处处有不垂直于 x轴的切线，那么弧上至少有一点 

C ，使曲线在C 点处的切线平行于弦 AB  

 
 

ξ x

y

a b

)(xfy =

O



如果函数 ( )f x 满足： 
 

（1）在闭区间[ , ]a b 上连续； 

 
（2）在开区间 ( , )a b 内可导， 

 

( )( ) ( ) ( )f b f a b a f ξ′− = −

那么在 ( , )a b 内至少有一点ξ，使等式 

 

成立.     

三、拉格朗日中值定理

       拉格朗日中值

            定理



 拉格朗日中值定理结论分析

 

导数的运算法则 

作辅助函数
( ) ( )( ) ( ) f b f ax f x x

b a
ϕ −

= −
−

  

只要证明 ( ) 0ϕ ξ′ =

( ) ( )( ) 0x
f b f af x x

b a ξ=

′−⎡ ⎤− =⎢ ⎥−⎣ ⎦
 

要证明结论我们只要证明 

( ) ( )( ) 0f b f af
b a

ξ −′ − =
−

  

只要证明函数 ( )xϕ 满足罗尔定理条件即可 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1f b f a f b f af f
b a b a

ξ ξ− −′ ′− = − ×
− −

 

我们只要证明  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) x
f b f a f b f af f x x

b a b a ξξ =

′− −⎡ ⎤′ − = −⎢ ⎥− −⎣ ⎦
 

    也就是要证明 

（1） ( )xϕ 在[ , ]a b 上连续 

（2） ( )xϕ 在 ( , )a b 上可导 

（3） ( ) ( )a bϕ ϕ=  



令 ( ) ( )( ) ( ) f b f ax f x x
b a

ϕ −
= −

−

拉格朗日中值定理证明分析

由于函数 ( )f x 满足 

（1）在闭区间[ , ]a b 上连续 

（2）在开区间 ( , )a b 内可导

（1） ( )xϕ 在[ , ]a b 上连续

（2） ( )xϕ 在 ( , )a b 上可导
，  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) f b f a bf a af ba f a a
b a b a

ϕ − −
= − =

− −
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) f b f a bf a af bb f b b

b a b a
ϕ − −

= − =
− −

 

（3） ( ) ( )a bϕ ϕ=  

至少存在一个 ( , )a bξ ∈  使得 ( ) 0ϕ ξ′ =  
 

由罗尔定
  理可知  

至少存在一个 ( , )a bξ ∈  使得 
( ) ( )( ) 0f b f af

b a
ξ −′ − =

−   



注记 4： 当 a b< 时， ( )( ) ( ) ( )f b f a b a f ξ′− = − 成立 

  三、拉格朗日中值定理

当a b> 时，公式 ( )( ) ( ) ( )f b f a b a f ξ′− = − 仍成立 



( )( ) ( ) ( )f b f a b a f ξ′− = −

( ) ( ) ( )f x x f x f xξ′+ Δ − = Δ （ξ在 x与 x x+Δ 之间）

（1）当 0xΔ > 时  

令 x xξ θ= + ⋅Δ  x ξ< < x x+Δ  

（2）当 0xΔ < 时 

x x+Δ ξ< < x  

x x x x xθ< + ⋅Δ < + Δ

0 x xθ< ⋅ Δ < Δ

0 1θ< <

x x x x xθ+ Δ < + ⋅ Δ <

0x xθΔ < ⋅ Δ <

0 1θ< <

x xξ θ= + ⋅Δ （0 1θ< < ）



 

2. 拉格朗日中值公式的不同形式 
 

（2） ( ) ( )( ) f b f af
b a

ξ −′ =
−

      （ ,a bξ在 之间） 

 

     （1） ( )( ) ( ) ( )f b f a b a f ξ′− = −    （ ,a bξ在 之间） 

 （4） ( ) ( ) ( ) , (0 1)y f x x f x f x x xθ θ′Δ = + Δ − = + Δ Δ < <  
 

有限增量公式

.的精确表达式增量 yΔ

      （3） ( ) ( ) ( )f x x f x f xξ′+ Δ − = Δ    （ x x xξ + Δ介于 与 之间） 

 

拉格朗日中值公式

 

拉格朗日中值定理也称为微分中值定理或有限增值定理 
 



拉格朗日中值定理是罗尔定理的推广

                                    比 较

如果函数 ( )f x 满足： 

（1）在闭区间[ , ]a b 上连续；

（2）在开区间 ( , )a b 内可导；

（3） ( ) ( )f a f b= ， 

那么在 ( , )a b 内至少有一点ξ，使得.

( ) 0f ξ′ =

如果函数 ( )f x 满足： 

（1）在闭区间[ , ]a b 上连续； 

（2）在开区间 ( , )a b 内可导， 

 

( ) ( )( ) f b f af
b a

ξ −′ =
−

( ) ( )f a f b=



3. 拉格朗日中值定理的几何意义 
 

在两个高度不相同的点之间的连续曲线上若除端点外， 

每一点都有不垂直于轴的切线，则其中必 

有一条切线平行于两个端点的连线 

   三、拉格朗日中值定理



分析  在区间上任取两点 1 2x x<   

))(()()( 1212 xxfxfxf −′=− ξ
拉格朗日中值定理  

( ) 0f x′ =

( ) 0f ξ′ =

2 1( ) ( ) 0f x f x− =

2 1( ) ( )f x f x=

因为 1 2,x x 是 I 上任意两点， ( )f x 在区间 I 上是一个常数 

4. 推论：如果 ( )f x 在区间 I 的导数为零，那么 ( )f x 在区间 I 上为常数 

   三、拉格朗日中值定理



注记 5 应用拉格朗日中值定理的推论证明在区间 I 上 ( )f x C= 的步骤 

第一步：写出 ( )f x 的表达式 

 

     三、拉格朗日中值定理

第二步：证明在区间 I 上 ( ) 0f x′ ≡  

 

第三步：证明在区间 I 上有一点 0x 使得 0( )f x C=  

 



例 1 证明 arcsin arccos ( 1 1)
2

x x xπ
+ = − ≤ ≤  

证明： ( ) arcsin arccos , [ 1,1]f x x x x= + ∈ −设  

 

当
2 2

1 1( 1,1) ( ) ( )=0
1 1

x f x
x x

′∈ − = + −
− −

时，  

 由拉格朗日中值定理的推论可得 ( 1,1)x∈ − 时， ( )f x C≡  

   

又当 1x = ± 时， ( )
2

f x π
= ，所以 arcsin arccos ( 1 1)

2
x x xπ
+ = − ≤ ≤  

  三、拉格朗日中值定理

0 ( 1,1), (0) arcsin 0 arccos 0=
2

f π
∈ − = +又 且        

 所以当 ( 1,1)x∈ − 时，arcsin arccos
2

x x π
+ =  



   

例 2     证明：对与任意的实数 1 2,x x ，都有 2 1 2 1arctan arctanx x x x− ≤ −  成立 

证明：设 ( ) arctanf x x= ， 当 1 2x x= 时，不等式显然成立 

当 1 2x x≠ 时，不妨假设 1 2x x< . 显然 ( )f x 在 1 2[ , ]x x 上连续，在 1 2( , )x x 可导 

( )2 1 2 1 1 2( ) ( ) ( )( )f x f x f x x x xξ ξ′− = − < <  

 
又                     2

1( )
1

f x
x

′ =
+

 

因此   2 1 2 1 2 1 2 1arctan arctan ( ) ( ) ( )x x f x f x f x x x xξ′− = − = − ≤ −  

三、拉格朗日中值定理

所以                 1 22

1( )= 1 ( )
1

f x xξ ξ
ξ

′ ≤ < <
+

  

由拉格朗日中值定理可得   



注记 7：利用拉格朗日中值定理证明不等式的步骤 

第一步：把不等式的一边改写为函数值差的形式即 ( )( ) ( )f b f a b a− >   

第二步：确定函数 ( )f x 的表达式及端点 ,a b使得函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续， 

 

第三步：写出拉格朗日中值公式的某种表达式 

 第四步：求导数 ( )f x′ ，并由此求出 ( )f ξ′  

第五步：将 ( )f ξ′ 的式子代入拉格朗日中值定理的表达式中，利用 ξ的取值 

范围将等式放大或缩小以证出不等式 

 

三、拉格朗日中值定理
 

在 ( , )a b 内可导 



例 3  证明：    当 0>x 时， xx
x

x
<+<

+
)1ln(

1
 

分析：（1）改写不等式的一边为函数值的差  

三、拉格朗日中值定理

ln(1 ) ln(1 ) ln(1 0) ( 0)x x x+ = + − + >   

（2）确定函数 ( ) ln(1 )f t t= + 及端点 0,a b x= = 使得 ( ) ln(1 )f t t= + 在[0, ]x 上连续

在 (0, )x 内可导 

（3）写出拉格朗日中值公式表达式 ( ) (0) ( )( 0), (0 )f x f f x xξ ξ′− = − < <

（4）求出 ( )f ξ′ .由于 1( ) ,
1

f t
t

′ =
+

所以
1( )

1
f ξ

ξ
′ =

+
 

（5）将 ( )f ξ′ 代入拉格朗日中值公式中得到等式 ln(1 ) ,
1

xx
ξ

+ =
+

利用 0 xξ< < 证明出不等式



例 3  证明：    当 0>x 时， xx
x

x
<+<

+
)1ln(

1
 

证明： ( ) ln(1 ).f t t= +设 显然 ( ) [0, ] 0, ) .f t x x在 连续，在( 内可导 由拉格朗日中值定理可得  

又
1(0) 0, ( ) ,

1
f f t

t
′= =

+
 所以 

1( )
1

f ξ
ξ

′ =
+

，  

( ) ( 0 ) ( ) ( 0 ) , ( 0 )f x f f x xξ ξ′− = − < <

0 xξ< <又 ，所以
1 1 1,

1 1x ξ
< <

+ +
 因此 ,

1 1
x x x

x ξ
< <

+ +  

即                                            ln(1 ) .
1

x x x
x
< + <

+
  

 

三、拉格朗日中值定理

故            ln(1 ) ,
1

xx
ξ

+ =
+



四、柯西中值定理

柯西中值定理 ： 

 
如果函数 )(xf 及 )(xF 满足 

 (1)在闭区间 ],[ ba 上连续； 

 (2)在开区间 ),( ba 内可导； 

 (3)对任一 ( , ), ( ) 0x a b F x′∈ ≠ ，那么在 ),( ba 内至少有一点ξ，使等式 

 

)(
)(

)()(
)()(

ξ
ξ

F
f

aFbF
afbf

′
′

=
−
−  

成立. 



罗尔定理

拉格朗日中值定理

柯西中值定理

)()( afbf =

xxF =)(

)()( afbf =

xxF =)(

费马引理

                   四个定理之间的关系



           四个定理的应用

(1) 证明恒等式

(2) 证明不等式

(3) 证明方程根的存在性与唯一性

关键:
 利用逆向思维设辅助函数



（1）证明函数在某点的导数为零时可以用费马定理解决

（2）证明函数为常数时可以用拉格朗日中值定理的推论解决

（4）涉及不等式的问题可以用拉格朗日中值定理去解决

（3）涉及方程的根的个数问题可以用罗尔定理去解决

（5）涉及到函数值差的问题可以用拉格朗日中值定理去解决

（6）涉及到两函数增量比的问题可以用柯西中值定理去解决

       四个定理的应用



部分考研题

1. （05 年，12分）已知函数 ( )f x 在[0,1]上连续，在(0,1)内可导， (0) 0 (1) 1f f= =， . 
 

证明：（I）存在 ),1,0(∈ξ  使得 ξξ −= 1)(f ； 
 

（II）存在两个不同的点 )1,0(, ∈ζη ，使得 .1)()( =′′ ζη ff  

2.（07 年，11分）设函数 ( ) ( )f x g x、 在[ , ]a b 上连续，在( , )a b 内具有二阶导数且存在

 
相等的最大值， ( ) ( ) ( ) ( )f a g a f b g b= =， .证明：存在 ( , )a bξ ∈ ，使得 ( ) ( )f gξ ξ′′ ′′= . 

 

3. （09年，11分）证明拉格朗日中值定理. 
. 
 



三、其他未定式 

二、  
∞
∞
型未定式

一、 型未定式
0
0

§§3.23.2          洛必达法则  

主要内容：  



发现： 0 0
lim sin lim sin 0
x x

ax bx
→ →

= =  （1）观察：   
0

sinlim
sinx

ax
bx→

 

若 lim ( ) lim ( ) 0f x g x= = ，则称
( )lim
( )

f x
g x 为 0

0
型未定式 

若 lim ( ) lim ( )f x g x= ∞ = ∞， ，则称 ( )lim
( )

f x
g x

为
∞
∞型未定式

§§3.23.2          洛必达法则  

（2）观察：   
lnlim

x

x
x→+∞  发现： lim ln , lim

x x
x x

→+∞ →+∞
= ∞ = ∞  



一、 0
0 型未定式 

 

定理 1  设（1） 0)(lim)(lim
00

==
→→

xgxf
xxxx

； 

 

 （2） )(),( xgxf 在点 0x 的某去心邻域内可导，并且 0)( ≠′ xg ， 

（3）极限
)(
)(lim

0 xg
xf

xx ′
′

→
存在或为∞ 

 

那么           )(
)(lim

)(
)(lim

00 xg
xf

xg
xf

xxxx ′
′

=
→→ . 

这种在一定条件下通过

分子分母分别求导再求

极限来确定未定式的值

的方法称为洛必达法则



如果函数 )(xf 及 )(xF 满足 

 
(1)在闭区间 ],[ ba 上连续； 

 
(2)在开区间 ),( ba 内可导； 

 
(3)对任一 ( , ), ( ) 0x a b F x′∈ ≠ ，那么在 ),( ba 内至少有一点ξ，使等式 

 

)(
)(

)()(
)()(

ξ
ξ

F
f

aFbF
afbf

′
′

=
−
−  

成立. 

复习---柯西中值定理 

 

 第三章 



（1）将
( )
( )

f x
g x

改写为 0

0

( ) ( )
( ) ( )

f x f x
g x g x

−
−

的形式 

由于 0)(lim)(lim
00

==
→→

xgxf
xxxx

，
0

0
( )lim ,
( )x x

f x x
g x→

与 无关 因此可以假定 0)()( 00 == xgxf ， 

（2）利用柯西中值定理找出 0

0

( ) ( )
( ) ( )

f x f x
g x g x

−
−

与
( )
( )

f
g

ξ
ξ
′
′

的关系 

( )
( )

f x
g x

 0

0

( ) ( )=
( ) ( )

f x f x
g x g x

−
−

 

0

0

( ) ( ) =
( ) ( )

f x f x
g x g x

−
−

 
( )
( )

f
g

ξ
ξ
′
′

  （ξ 介于 0x 及 x之间）， 

（3）利用 0xx → 时 0x→ξ 证得
0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
. 

 

 第三章 关于
0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
的证明思路 



由 0)(lim)(lim
00

==
→→

xgxf
xxxx

， 

0
0

( )lim ,
( )x x

f x x
g x→

与 无关 因此可 

以假定 0)()( 00 == xgxf  

柯西中 

值定理 

( )
( )

f x
g x

 0

0

( ) ( )=
( ) ( )

f x f x
g x g x

−
−

      

0

0

( ) ( ) =
( ) ( )

f x f x
g x g x

−
−

 
( )
( )

f
g

ξ
ξ
′
′

  （ξ 介于 0x 及 x之间） 

0 0 0

( ) ( ) ( )lim lim lim
( ) ( ) ( )x x x x x

f x f f x
g x g g xξ

ξ
ξ→ → →

′ ′
= =

′ ′
.

)(),( xgxf 在点 0x 的某去心邻域 

内可导，并且 ( ) 0g x′ ≠  

  在以 0x 及 x为端点的区

间上， )(xf 与 )(xg 满足

柯西中值定理的条件 

当 0xx → 时 

由夹逼准则可得 

0x→ξ  



这样 )(xf 与 )(xg 在点 0x 的某邻域内连续，设 x是该邻域内的一点（ 0xx ≠ ），则 

在以 0x 及 x为端点的区间上， )(xf 与 )(xg 满足柯西中值定理的条件，故有 

 

证  由于 0)(lim)(lim
00

==
→→

xgxf
xxxx

，
0

0
( )lim ,
( )x x

f x x
F x→

与 无关 因此可以假定 0)()( 00 == xgxf ， 

)(
)(

)()(
)()(

)(
)(

0

0

ξ
ξ

g
f

xgxg
xfxf

xg
xf

′
′

=
−
−

= （ξ 介于 0x 及 x之间）， 

 
令 0xx → ，并对上式两端求极限，注意到 0xx → 时 0x→ξ ， 

 

于是由条件（ii）便得到要证明的结论. 

 

定理 1 的证明： 



)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(lim

000 xg
xf

xg
xf

xg
xf

xxxxxx ′′
′′

=
′
′

=
→→→

， 

 

 中的条件，则可可以以继继续续分分别别对对分分子子与与分分母母求求导导数数  
 

注记 1：如果
)(
)(lim

0 xg
xf

xx ′
′

→
仍属于

0
0
型，只要 )(xf ′ 及 )(xg ′ 满足洛必达法则 

注记 2 可以将定理 1 极限过程延伸为 0x x +→ 或 0x x −→ 或 ∞→x 或 +∞→x 或 −∞→x .  

 
若（1） lim ( ) lim ( ) 0f x g x= =  

（2） )(),( xgxf 在某一时刻后可导，并且 0)( ≠′ xg ， 

（3）极限
( )lim
( )

f x
g x
′
′

存在或为∞ 

 
那么              

( ) ( )lim lim
( ) ( )

f x f x
g x g x

′
=

′
. 

一、 0
0 型未定式 

 



注记 3 利用洛必达法则求 0
0
型未定式的思路.  

（2）判断 )(),( xgxf 在某一时刻后可导，并且 0)( ≠′ xg ， 

（3）判断极限
( )lim
( )

f x
g x
′
′

存在或为∞ 

 

         （4）利用
( ) ( )lim lim
( ) ( )

f x f x
g x g x

′
=

′
求出

( )lim
( )

f x
g x

 

（1）判断所求的极限为 0
0
型未定式即lim ( ) lim ( ) 0f x g x= =  

一、 0
0 型未定式 

 



例 1  求
0

sinlim ( 0)
sinx

ax b
bx→

≠ . 

分析（1）验证当 0,x → 本题为
0
0
型 

 
 

（2）当 0x ≠ 时， (sin ) cos , (sin ) cos 0ax a ax bx b bx′ ′= = ≠  

 

（3）
( )
( )0 0

sin coslim lim
cossinx x

ax a ax a
b bx bbx→ →

′
= =

′
存在 

 
 

解：显然本题为当 0x → 时的
0
0
型.由洛必达法则知 

 
 

 

( )
( )

( )
( )

0

0 0 0
0

lim cossinsin coslim lim lim
sin cos lim cossin

x

x x x
x

a axaxax a ax a
bx b bx b bx bbx

→

→ → →
→

′
= = = =

′
 

 

一、 0
0 型未定式

 



例2  求
3

3 21

3 2lim
1x

x x
x x x→

− +
− − +

 

 
分析：（1）显然当 1x → 时本题为

0
0
型 

 （2） 显然 3 3 2( ) 3 2, ( ) 1f x x x g x x x x= − + = − − + 在点 0 1x = 的某去心邻域内可导

2 2( ) 3 3, ( ) 3 2 1 0f x x g x x x′ ′= − = − − ≠  

 
（3）极限

1

( )lim
( )x

f x
g x→

′
′

为
0
0
型 

 （4）计算 ( ) 6 , ( ) 6 2f x x g x x′′ ′= = −  

 
（5）

1 1

( ) 6 3lim lim
( ) 6 2 2x x

f x x
g x x→ →

′′
= =

′′ −
 

 

一、 0
0 型未定式

 



例2  求
3

3 21

3 2lim
1x

x x
x x x→

− +
− − +

 

解：显然当 0x → 时本题为
0
0
型未定式.由洛必达法则可得 

 ( )
( )

33 2

3 2 21 1 13 2

3 23 2 3 3lim lim lim
1 3 2 11

x x x

x xx x x
x x x x xx x x

→ → →

′− +− + −
= =

− − + − −′− − +
 

 ( )
( )

2

1 12

3 3 6lim lim
6 23 2 1

x x

x x
xx x

→ →

′−
= =

−′− −
 

 ( )
( )
1

1

lim 6 3
lim 6 2 2

x

x

x

x
→

→

= =
−

 

 

一、 0
0 型未定式

 



（2）  利用 0,x → 211 cos
2

x x− ∼ ，将求
( )

sin
1 cos
x x

x x
−
−

的极限转化为求 3

sin2 x x
x
−

的极限 

（3）应用洛必达法则求 30

sinlim
x

x x
x→

−
 

( ) 30 0 0

s in1 s in s inlim lim 2 lim
1 c o s 1 c o sx x x

x
x x x xx

x x x x→ → →

− − −
= =

− −

（1）恒等变形
( )

sin1 sin
1 cos 1 cos

x
x xx

x x x

− −
=

− −
 

将洛必达法则与 

其它求极限方法 

结合使用 

  

 
 

例 3 求
0

sin1
lim

1 cosx

x
x

x→

−

−



例 3 求
0

sin1
lim

1 cosx

x
x

x→

−

−
. 

 

解：显然
( )

sin1 sin
1 cos 1 cos

x
x xx

x x x

− −
=

− −
     当 0x → 时 211 cos

2
x x− ∼ ，  

 

 

 

 

显然当 0x → 时， 30

sinlim
x

x x
x→

−
为

0
0
型.由洛必达法则可得 

( )

( )

2

3 2 20 0 0 03

sinsin 1 cos 12lim lim lim lim
3 3 6x x x x

x
x xx x x

x x xx
→ → → →

′−− −
= = = =

′

所以             3 30 0 0

sin1 sin sinlim lim 2 2lim
1 cosx x x

x
x x x xx

x x x→ → →

− − −⎡ ⎤= =⎢ ⎥− ⎣ ⎦
 

所以               
0

sin1 1lim
1 cos 3x

x
x

x→

−
=

−
 



                      

例 4  求

x

x

x 1

arctan
2
π

lim
−

+∞→ . 

  解：   显然当 x →+∞本题为
0
0

型，应用洛必达法则可得  

 ππ arctanarctan 22lim lim1 1x x

xx

x x

→+∞ →+∞

′⎛ ⎞−− ⎜ ⎟
⎝ ⎠=

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 

22

2

2

1
1lim lim 11 1x x

xx
x

x
→∞ →+∞

−
+= = =

+−

一、 0
0 型未定式

 



定理 2  设（1）
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

= ∞ = ∞， ； 

 

 （2） )(),( xgxf 在点 0x 的某去心邻域内可导，并且 0)( ≠′ xg ， 

（3）极限
)(
)(lim

0 xg
xf

xx ′
′

→
存在或为∞ 

 

那么              
)(
)(lim

)(
)(lim

00 xg
xf

xg
xf

xxxx ′
′

=
→→

. 

二、 ∞
∞
型未定式 

 



注记 4  可以将定理 2 极限过程的延伸为 0x x +→ 或 0x x −→ 或 ∞→x 或 +∞→x 或 −∞→x .  

 

（2） )(),( xgxf 在某一时刻后可导，并且 0)( ≠′ xg ， 

（3）极限
( )lim
( )

f x
g x
′
′

存在或为∞ 

 

那么              
( ) ( )lim lim
( ) ( )

f x f x
g x g x

′
=

′
. 

若（1） lim ( ) , lim ( )f x g x= ∞ = ∞ 

二、 ∞
∞
型未定式 

 



  例 5  求
lnlim ( 0)

x

x
xμ μ

→+∞
> . 

 分析（1）验证当 ,x → +∞ 本题为
∞
∞
型 

 
 
（2）当 0x > 时， 11(ln ) , ( ) 0x x x

x
μ μμ −′ ′= = ≠  

 
（3）

( )

( )
ln 1lim lim 0

x x

x
xx
μ

μ μ→+∞ →+∞

′
= =

′
存在 

 

解：显然当 x →+∞时本题为
∞
∞
型.由洛必达法则知 

 
 

 

lnlim
x

x
xμ→+∞

=
( )

( )
ln

lim
x

x

xμ→+∞

′
=

′ 1

1
1lim lim 0

x x

x
x xμ μμ μ−→+∞ →+∞

= = . 

 

二、 ∞
∞
型未定式 

 



)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(lim

000 xg
xf

xg
xf

xg
xf

xxxxxx ′′
′′

=
′
′

=
→→→

， 

  法则中的条件，则可可以以继继续续分分别别对对分分子子与与分分母母求求导导数数而而得得  
 

注记 5：如果
)(
)(lim

0 xg
xf

xx ′
′

→
仍属于

∞
∞
型时，只要 )(xf ′ 及 )(xg ′ 满足洛必达 

 

注记 6：由于n为正整数，因此不能对n求导. 
 

所以求
( )lim
( )n

f n
g n→+∞

时不能使用洛必达法则 

二、 ∞
∞
型未定式 

 



例 6: 求 )0,(
e

lim >∈ +

+∞→
λλ Nnx

x

n

x
. 

 

分析 （1） 显然当 x →+∞本题为
∞
∞

型. 因此
1

lim lim
e e

n n

x xx x

x nx
λ λλ

−

→+∞ →+∞
=  

                

（2） 显然当 x →+∞时
1

lim
e

n

xx

nx
λλ

−

→+∞
仍为

∞
∞

型. 因此
1 2

2

( 1)lim lim
e e

n n

x xx x

nx n n x
λ λλ λ

− −

→+∞ →+∞

−
=  

（3）当 x →+∞时
1

( 1) 2lim
en xx

n n x
λλ −→+∞

− ⋅⋅⋅ 仍为
∞
∞

型. 因此第n次使用洛必达法则 

1

( 1) 2 !lim lim
e en x n xx x

n n x n
λ λλ λ−→+∞ →+∞

− ⋅⋅⋅
=

（4） 
!lim 0

en xx

n
λλ→+∞

=  



例 6: 求 )0,(
e

lim >∈ +

+∞→
λλ Nnx

x

n

x
. 

 
解  显然当 x →+∞本题为

∞
∞
型，n次使用洛必达法则可得  

                

( )
( )

( )
( )

11 2

2

( 1)lim lim lim lim lim
e e ee e

n nn n n

x x xx x x x xx x

x nxx nx n n x
λ λ λ

λ λλ λλ

−− −

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′ ′
−

= = = =
′ ′

 

[ ]
1

1

( 1) 2( 1) 2 !lim lim lim 0
e ee

n x n xx x xn x

n n xn n x n
λ λ

λλ λλ
−→+∞ →+∞ →+∞−

′− ⋅⋅⋅− ⋅⋅⋅
= = = = =

′⎡ ⎤⎣ ⎦

"   

二、 ∞
∞
型未定式 

 



                

三、其它类型的未定式 （ ∞⋅0 ， 0 0,1 ,0 ,∞∞−∞ ∞ ） 

通分

0
0

∞
∞

∞⋅0
取倒数

∞−∞

00
00

⋅
−

⇒

,10 ∞⋅
∞

⇒∞⋅

.
0
100 ⋅⇒∞⋅或

0
1

0
1
−⇒∞−∞

注记 7：（1）对 ∞⋅0 、∞−∞型未定式，通过代数恒等变形化为
0
0
、

∞
∞
型未定式. 



例 7：求
0

lim ln ( 0)
x

x xμ μ
+→

> . 

 
分析：（1）判断是 ∞⋅0 型未定式 

       （3）( ) 1ln ,x
x

′ =   ( ) 1 0x xμ μμ− − −′ = − ≠  

（4）
( )

( )
10 0 0

1
ln

lim lim lim 0
x x xn

x xx
xx

μ

μμ μ+ + +− −→ → →−

′ −
= = =

−′
存在 

（2）将 ∞⋅0 型未定式化为
∞
∞
 即

lnln xx x
x

μ
μ−=  

 

解  这是 ∞⋅0 型未定式，把 lnx xμ 改写为
ln x
x μ− 于是得到 0x +→ 时的

∞
∞
型未定式 

 由洛必达法则可得 

( )

( )
10 0 0 0 0

1
lnlnlim ln lim lim lim lim 0n

x x x x x

xx xxx x
x xx

μ

μ μ
μ μ μ+ + + + +− − −→ → → → →−

′ −
= = = = =

−′

三、其它类型的未定式 （ ∞⋅0 ，
0 0,1 ,0 ,∞∞−∞ ∞ ） 



例 8：求
1

1lim( )
1 lnx

x
x x→

−
−

. 

分析：（1）判断是∞ −∞型未定式 

 所以     
( )1 1 1 1

1 ln ( 1) ln lnlim( ) lim lim lim11 ln 1 ln 1 lnln
x x x x

x x x x x x x
xx x x x x x xx

x
→ → → →

− −
− = = =

−− − − ++
   

（4）
( )

( )
1

1 1
1

lim(1 ln )ln 1 lnlim lim
2 ln lim(2 ln )1 ln

x

x x
x

xx x x
x xx x x

→

→ →
→

′ ++
= =

+ +′− +
存在 

（2）利用通分将∞ − ∞型未定式化为
0
0
 即 

( )
( )
ln 11

1 ln 1 ln
x x xx

x x x x
− −

− =
− −

       （3） ( )( )ln 1 ln ,x x x x′− − =   ( )( ) 11 ln lnxx x x
x
−′− = +  

三、其它类型的未定式 （ ∞⋅0 ， 0 0,1 ,0 ,∞∞−∞ ∞ ） 



例 8：求
1

1lim( )
1 lnx

x
x x→

−
−

. 

 

解：显然这是 ∞−∞ 型未定式.把 1
1 ln

x
x x

−
−

改写为
( )

( )
ln 1

1 ln
x x x

x x
− −
−

.于是得到当 

原式= ( )
( )1

ln 1
lim

1 lnx

x x x
x x→

− −
−

= ( )

( )1

ln 1
lim

1 lnx

x x x

x x→

′− −⎡ ⎤⎣ ⎦
′−⎡ ⎤⎣ ⎦

1

lnlim 1 ln
x

x
x x

x
→ −

+
1

lnlim
1 lnx

x x
x x→

=
− +

 

[ ]
[ ]

( )
( )

1

1 1
1

lim 1 lnln 1 ln 1lim lim
2 ln lim 2 ln 21 ln

x

x x
x

xx x x
x xx x

→

→ →
→

′ ++
= = = =

+ +′− +

1x → 时的
0
0
型不定式. 由洛必达法则可得 



注记 8：对 00 、 ∞1 、 0∞ 未定式，通过取对数的方式，转化为 ∞⋅0 型未定式，

再化为
0
0
、

∞
∞
型未定式. 

 
00
∞1
0∞

取对数

∞⋅0
取倒数 0

0

∞
∞

)()]([ xgxf )(ln)( xfxge=

三、其它类型的未定式 （ ∞⋅0 ， 0 0,1 ,0 ,∞∞−∞ ∞ ） 



例 9：
0

lim x

x
x

+→
. 

解：这是 00 型未定式,  由于 lnex x xx = ，所以
( )

0
lim ln

ln

0 0
lim lim e e x

x x
x x x

x x
x +→

+→ →
= =  

 

 

分析：（1）判断是 00 型未定式 

       （3）求
0

lim ln
x

x x
+→

   

（2）将 00 型未定式化：即 0
lim ln

ln

0 0
lim lim e ex

x x
x x x

x x
x +→

+ +→ →
= =  

 

       由例 7 知 ( )
0

lim ln 0
x

x x
+→

=  所以 
( )

0
lim ln

ln 0

0 0
lim lim e e e 1x

x x
x x x

x x
x +→

+ +→ →
= = = =  

三、其它类型的未定式 （ ∞⋅0 ， 0 0,1 ,0 ,∞∞−∞ ∞ ） 



解： （1）当 0x → 时，

2

0

1sin
lim

sinx

x
x

x→
是

0
0
型未定型 

 

       

例 10:验证

2

0

1sin
lim

sinx

x
x

x→
存在，但不能使用洛必达法则求出 

      （2）当 0x → ，
( )

2 1 1 1sin 2 sin cos

cossin

x xx x x
xx

′⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠ =
′

的极限不存在，所以不能使 

  用洛必达法则 

        （3）由于

2 1sin

sin

x
x

x
= 1sin

sin
x x

x x
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

而
0 0

1lim 1, lim sin 0,
sinx x

x x
x x→ →

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

所以             

2

0 0 0

1sin 1lim lim lim sin 0
sin sinx x x

x xx x
x x x→ → →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

当极限
( )lim
( )

f x
g x
′
′

不存在且 

不为∞时，
0

( )lim
( )x x

f x
g x→

可能存在 



 §3.3  泰勒中值定理

 主要内容：

 一、泰勒公式

  二、带有佩亚洛余项的泰勒公式

  三、麦克劳林公式

  四、应用



一、问题的提出

若函数 ( )f x 在点 0x 可导 

0( ) ( )y f x x o x′Δ = Δ + Δ

函数 ( )f x 在点 0x 可微

当 0x x xΔ = − 时

0 0 0 0( ) ( ) ( )( ) ( )f x f x f x x x o x x′= + − + −  

令 1 0 0 0( ) ( ) ( )( )p x f x f x x x′= + −

1 0 0( ) ( ) ( )( )f x p x o x x x x− = − →



一般地,函数 )(xf 具备什么条件，可以找出一个关于 )( 0xx − 的n次多项式 

 

n
nn xxaxxaxxaaxp )()()()( 0

2
02010 −++−+−+=

使其满足：   （i） ])[()()( 0
n

n xxoxpxf −=− ； 

 

   （ii） )()( xpxf n− 有具体的表达形式. 

 

一、问题的提出



.二、泰勒中值定理 
 

1.泰勒公式 

定理 1 如果函数 )(xf 在含 0x 的某个开区间 ),( ba 内具有直到 )1( +n 阶导数， 

则对于 ),( bax ∈ ，有 

2
0 0 0 0 0

1( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2!

f x f x f x x x f x x x′ ′′= + − + − +  ( )
0 0

1+ ( )( ) ( )
!

n n
nf x x x R x

n
+ − +      （1）  

其中余项                        1
0

)1(

)(
)!1(

)()( +
+

−
+

= n
n

n xx
n

fxR ξ
    （2） 

)(xf 在 0x 处关于 )( 0xx −  

的 n阶泰勒公式 

拉格朗日 

型余项 

n
n

n xx
n

xfxxxfxxxfxfxp )(
!

)()(
!2

)())(()()( 0
0

)(
2

0
0

000 −++−
′′

+−′+=

       称为 )(xf 在 0x 处关于 )( 0xx − 的 n 次泰勒多项式 

 



.二、泰勒中值定理 
 

注记 1：（1）当 0n = 时, 泰勒公式变为拉格朗日中值定理

 
 

( )f x = 0( )f x 0( )( )f x xξ′+ − （ξ在 0x 与 x 之间） 

 
（2）当 1n =  时, 泰勒公式变为

    

     ( )f x = 0( )f x 0 0( )( )f x x x′+ −                   （ξ在 0x 与 x之间） 2
0

( ) ( )
2 !

f x xξ′′
+ −

注记 2：     若
( 1)

1
0 0

( )( ) ( ) ( )
( 1)!

n
n

n
fR x x x x x
n

ξ ξ
+

+= −
+

在 与 之间                       

 则                            0( ) (( ) )n
nR x o x x= −  

 



  定理 2   如果函数 )(xf 在含 0x 的某个开区间 ),( ba 内具有直到 n 阶导数，则 

即                              ( )
0 0 0

0

1( ) ( )( ) (( ) )
!

n
k k n

k
f x f x x x o x x

k=

= − + −∑  

 

2. 带有佩亚洛余项的泰勒公式 

.二、泰勒中值定理 
 

20
0 0 0 0

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2!

f xf x f x f x x x x x
′′

′= + − + − + ( )
( )

0
0 0

( ) (( ) )
!

n
n nf x x x o x x

n
+ − + −       



 当 00 =x 时，由于ξ在 0与x之间,令 )10( <<= θθξ x  

 

.二、泰勒中值定理 
 

则余项        1
)1(

)!1(
)()( +

+

+
= n

n

n x
n

xfxR θ
 

                    
1

0

)1(

)(
)!1(

)()( +
+

−
+

= n
n

n xx
n

fxR ξ
                     



则对于 ),( bax∈ ，有 

 

由此得到近似公式：  

 

  定理 2  如果函数 )(xf 在含 0 0x = 的某个开区间 ),( ba 内具有直到 )1( +n 阶导数， 

+
′′

+′+= 2

!2
)0()0()0()( xfxffxf

( ) ( 1)
1(0) ( ) (0 1)

! ( 1)!

n n
n nf f xx x

n n
θ θ

+
++ + < <

+
   

 

n
n

x
n

fxfxffxf
!

)0(
!2

)0()0()0()(
)(

2 ++
′′

+′+≈

3.麦克劳林公式 

.二、泰勒中值定理 
 



★ 求函数 ( )f x 在 0x 处的n阶泰勒公式 

 

 

三、泰勒公式的应用 
 

 

  

 

  

2
0 0 0 0 0

1( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2!

f x f x f x x x f x x x′ ′′= + − + − +  ( )
0 0

1+ ( )( ) ( )
!

n n
nf x x x R x

n
+ − +          

★求极限 

★求函数值的近似值 

★证明不等式 



1. 求函数 ( )f x 在 0x 处的n阶泰勒公式 

 

 

注记 2 求函数 ( )y f x= 在 0x x= 的n阶泰勒公式的步骤 

             第一步：求出 ( )y f x= 的n阶导数[ ]( )( ) nf x  

      第二步：求出 ( )y f x= 的n阶导数在 0x x= 处的函数值[ ]
0

( )( ) n
x xf x =  

      第三步：写出误差项，代入公式即可 

.  
 

三、泰勒公式的应用 
 

 

  

 

  

2
0 0 0 0 0

1( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2!

f x f x f x x x f x x x′ ′′= + − + − +  ( )
0 0

1+ ( )( ) ( )
!

n n
nf x x x R x

n
+ − +          



+
′′

+′+= 2

!2
)0()0()0()( xfxffxf

( ) ( 1)
1(0) ( ) (0 1)

! ( 1)!

n n
n nf f xx x

n n
θ θ

+
++ + < <

+
   

 例 1  求
xexf =)( 的n阶麦克劳林公式. 

( )( ) ( ) ( )n xf x f x f x e′ ′′= = = =解：由于 ，所以

∴( 1) ( )n xf x eθθ+ =注意到 ，所以

2
11 (0 1).

2! ! ( 1)!

n x
x nx x ee x x

n n

θ

θ+= + + + + + < <
+

( )(0) (0) (0) (0) 1nf f f f′ ′′= = = = =

三、泰勒公式的应用 
 

)(
!

1
!2

11e 2 nnx xox
n

xx +++++=



+
′′

+′+= 2

!2
)0()0()0()( xfxffxf

( ) ( 1)
1(0) ( ) (0 1)

! ( 1)!

n n
n nf f xx x

n n
θ θ

+
++ + < <

+
   

 

.二、泰勒中值定理 
 

例 2  求 ( ) sinf x x= 的n阶麦克劳林公式. 

( ) ( )( ) sin( ) (0) sin . (0) 0, (0) 1,
2 2

n nn nf x x f f fπ π ′= + = = =解：由于 ，所以  因此

∴

(2 ) (2 1)(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) ( 1) ,m m mf f f f +′′ ′′′= = − = = −

所以     )(
)!12(

)1(
!5

1
!3

1sin 2
12

1
53 xRx

m
xxxx m

m
m

+
−

−
+−+−= −

−

 

        

其中     2 1 2 1
2

πsin[ (2 1) ] 1 cos2( ) = (0 1))
(2 1)! (2 1)!

m
m m

m

x m xR x x x
m m

θ θ θ+ +
+ +

= < <
+ +

（-）
 

 



.二、泰勒中值定理 
 

∴

   （2） )(
)!12(

)1(
!5

1
!3

1sin 2
12

1
53 xRx

m
xxxx m

m
m

+
−

−
+−+−= −

−

 

    2 1
2

1 cos( )= (0 1))
(2 1)!

m
m

m
xR x x

m
θ θ+ < <

+
（-）

 

 
)(

)!12(
)1(

!5
1

!3
1sin 1212

1
53 −−

−

+
−

−
+−+−= mm

m

xox
m

xxxx  

 
（3） )(

)!2(
)1(

!4
1

!2
11cos 12

242 xRx
m

xxx m
m

m

++
−

+−+−= ， 

1
2 2

2 1
( 1) cos( ) (0 1)

(2 2)!

m
m

m
xR x x

m
θ θ

+
+

+

−
= < <

+

2 4 2 21 1 ( 1)cos 1 ( )
2! 4! (2 )!

m
m mx x x x o x

m
−

= − + − + +



（4） )()1(
3
1

2
1)1ln(

1
32 xRx

n
xxxx n

n
n

+
−

+−+−=+
−

 

)10(
)1)(1(

)1()( 1
1 <<

++
−

= +
+ θ

θ
n

n

n

n x
xn

xR

)()1(
3
1

2
1)1ln(

1
32 nn

n

xox
n

xxxx +
−

+−+−=+
−

（5） 2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1
2! !

nnx x x x
n

α α α α α αα − − − +
+ = + + + + ( )nR x+  

 
)10()1(

)!1(
))(1()1()( 11 <<+

+
−+−−

= +−− θθαααα α nn
n xx

n
nnxR

)(
!

)1()1(
!2

)1(1)1( 2 nn xox
n

nxxx +
+−−

++
−

++=+
ααααααα

（6）
21 1 ( )

1
n nx x x o x

x
= + + + + +

−
 

（7） 21 1 ( 1) ( )
1

n n nx x x o x
x
= − + − + − +

+
 



                      
2.求极限 

 

例 1：设 ( )f x 在 0x 的附近有连续的二阶导数，证明 

0 0 0
020

( ) ( ) 2 ( )lim ( )
h

f x h f x h f x f x
h→

+ + − − ′′=  
 

解：由泰勒公式可得 2
0 0 0 0

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2!

ff x f x f x x x x xξ′′′= + − + −   （ξ 在 0x 与 x之间） 
 

所以        21
0 0 0

( )( ) ( ) ( )
2!

ff x h f x f x h hξ′′′+ = + +   （ 1ξ 在 0x 与 0x h+ 之间） 
 

       22
0 0 0

( )( ) ( ) ( )
2!

ff x h f x f x h hξ′′′− = − +   （ 2ξ 在 0x 与 0x h− 之间） 
 

因此       0 0 0 1 2
2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
2! 2!

f x h f x h f x f f
h

ξ ξ′′ ′′+ + − −
= +   （ 2ξ 在 0x 与 0x h− 之间） 

 
当 1 0 2 00 , ,h x xξ ξ→ → →时， 所以 

1 0 2 0

0 0 0 1 2
020

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )lim lim lim ( )
2! 2!h x x

f x h f x h f x f f f x
h ξ ξ

ξ ξ
→ → →

′′ ′′+ + − − ′′= + =

三、泰勒公式的应用 
 



                      

 

例 2：求 
0

sin1
lim

1 cosx

x
x

x→

−

−
 

解：由sin ,cosx x的带有佩亚诺余项的麦克劳林公式知  
 

所以          

3 3
3 3

2
3

2
2 22 2

2

1 ( )sin 1 ( ) 1 ( )3!1 1
3! 3!
11 1 ( )1 cos ( )1 1 ( )
2!2! 2!

x x o xx o x o xx
x x x x

o xx x o xx o x
x

− +
− − − −

= = =
− ⎛ ⎞ +− − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

又    
0

lim
x→

3 3

3 30

1 ( ) 1 ( ) 1lim
3! 3! 6x

o x o x
x x→

⎛ ⎞
− = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
        

2 2

2 20 0

1 ( ) 1 ( ) 1lim lim
2! 2! 2x x

o x o x
x x→ →

⎛ ⎞
− = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

3 31sin ( )
3!

x x x o x= − +         cos x = 2 211 ( )
2!

x o x− +  
 

因此    原式= 

3

30

2

20

1 ( )lim
3 ! 1

31 ( )lim
2 !

x

x

o x
x

o x
x

→

→

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠ =
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 



（1） 21 1e 1
2! !

x nx x x
n

≈ + + + +  

 

 
（2）

1
3 5 2 11 1 ( 1)sin

3! 5! (2 1)!

m
mx x x x x

m

−
−−

≈ − + − +
−

 

        

（3） 2 4 21 1 ( 1)cos 1
2! 4! (2 )!

m
mx x x x

m
−

≈ − + − + ， 

1
2 31 1 ( 1)4 ln(1 )

2 3

n
nx x x x x

n

−−
+ ≈ − + − +（ ）

2( 1) ( 1) ( 1)5 (1 ) 1
2! !

nnx x x x
n

α α α α α αα − − − +
+ ≈ + + + +（ ）

3.近似计算 

三、泰勒公式的应用 
 



                      

 

例 3：利用三阶泰勒公式求 e 的近似值，并求出误差 

解：由泰勒公式可得  2 3 41 1 ee 1 (0 1)
2! 3! 4!

x
x x x x x

θ

θ= + + + + < <  
 

取
1
2

x = ，则
2 3 421 1 1 1 1 e 1e 1 (0 1)

2 2! 2 2! 2 4! 2

θ

θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + × + × + × < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

因此         
2 31 1 1 1 1e 1 1.6458

2 2! 2 3! 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ + + × + × ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

        

1
4 4 4 42 2

3
1 e 1 e 1 1 3 1( ) 0.01
2 4! 2 4! 2 4! 2 4! 2

eR

θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × < × < × < × <⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

三、泰勒公式的应用 
 



                      
4.证明不等式 

 

例 4：设函数 ( )y f x= 具有二阶导数, ( ) 0,f x′ >  ( ) 0,f x′′ >  

 
xΔ 为自变量 x 在点 0x 处的增量, y dyΔ 与 分别为 ( )f x 在点 0x 处 

 
对应的增量与微分, 证明 0xΔ > 时,则 0 dy y< < Δ      
 

 证明： 由泰勒中值定理可得 
 

 

         

21( ) ( ) ( ) ( )( )
2!

f x x f x f x x f xξ′ ′′+ Δ = + Δ + Δ  

则      21( ) ( ) ( ) ( )( )
2!

y f x x f x f x x f xξ′ ′′Δ = + Δ − = Δ + Δ  

      21 ( )( )
2!

y dy f xξ′′Δ = + Δ  

三、泰勒公式的应用 
 



                      

 

0xΔ > 时，由于 ( ) 0,f x′ >  ( ) 0,f x ξ′′ > x x+Δ 与 xΔ 之间.所以 

 
( ) 0,dy f x x′= Δ >

      21 ( )( ) 0
2!

f xξ′′ Δ >  

因此      0y dyΔ > >  



                      
思考题 

 

一、 求极限 

（1）
20

3 4 4 3 4lim .
x

x x
x→

+ + − −  

（2） 30

e sin (1 )lim .
x

x

x x x
x→

− +
 

（3）

2

40

e 2cos 3 lim
x

x

x
x→

+ −
 

（4） 20

cos ln(1 )lim
x

x x x
x→

+ −
 

二、证明不等式 ),(,
62

1e
32

+∞−∞∈+++≥ xxxxx . 



主主

要要

内内

容容

函数单调 

 

递的判定 

曲线凸凹 

 

性与拐点 

    §§3.4 3.4 函数的单调性与凸凹性

函数单增 

的判定  

函数单减 

的判定  

曲线凸性

的判定 

曲线凹性

的判定 



一、函数的单调性的判断 

 

 
设函数 y = f(x)的定义域为 D, 区间 I ⊂D. 如果对于区间 I 上任意两点 x1，x2, 

 

（1）当 21 xx < 时, 恒有 )()( 21 xfxf <  

 
 称函数 ( )f x 在区间 I 上是单调增加 

（2）当 21 xx < 时, 恒有 1 2( ) ( )f x f x>

 
 称函数 ( )f x 在区间 I 上是单调减少 

      是否有一种简便的方法判断函是否有一种简便的方法判断函              

        数在某一区间上的单调性？数在某一区间上的单调性？



一、函数的单调性的判断 

 

 

1 判定定理： 

 

定理 1  设函数 )(xfy = 在闭区间 ],[ ba 上连续,在开区间 ),( ba 内可导.那么 

 

(1) 如果在 ),( ba 内 ( ) 0f x′ ≥  

( ( ) 0f x′ = 仅在有限个点处成立) 

那么函数 )(xfy = 在 ],[ ba 上单调增加; 

(2) 如果在 ),( ba 内 ( ) 0f x′ ≤  

( ( ) 0f x′ = 仅在有限个点处成立) 

那么函数 )(xfy = 在 ],[ ba 上单调减少. 

 注记 1：对开区间，无穷区间判断定理 1 也成立 

 注记2：函数的单调性是一个区间上的性质, 要用导数在这一区间上的符号来判定, 
 

而不能用一点处的导数符号来判别一个区间上的单调性 



函数的单调性的判断定理的证明 

已知函数 )(xfy = 在闭区间 ],[ ba 上连续,在开区间 ),( ba 内可导. 

任取 1 2, [ , ]x x a b∈

1 2x x<  

函数 )(xfy = 在闭区间 1 2[ , ]x x 上连续,在开区间 1 2( , )x x 内可导 

2 1 2 1 1 2( ) ( ) ( )( ) ( )f x f x f x x x xξ ξ′− = − < <

如果在 ),( ba 内 

( ) 0f x′ >  

如果在 ),( ba 内

( ) 0f x′ <  

拉格朗日 

中值定理 

1 2 1 2( ) ( )x x f x f x< <时 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x< >时

( ) 0f ξ′ > ( ) 0f ξ′ <

如果在 ),( ba 内 ( ) 0f x′ > 则 
)(xfy = 在 ],[ ba 上单调增加;

如果在 ),( ba 内 ( ) 0f x′ < 则 
)(xfy = 在 ],[ ba 上单调减少;



函数的单调性的判断定理的证明 

如果 ( )f x′ 在开区间 ( , )a b 内的

某点 x c= 处等于零，而 

在其余点处 ( ) 0f x′ >  

( )f x 在[ , ]a c

上连续在

( , )a c 可导 

且 ( ) 0f x′ >  

)(xfy = 在 
[ , ]a c 上单调增加 

)(xfy = 在 
[ , ]c b 上单调增加

( )f x 在[ , ]c b

上连续在

( , )c b 可导 

且 ( ) 0f x′ >  

)(xfy = 在[ , ]a b 上单调增加 

如果 ( )f x′ 在开区间 ( , )a b 内的

某点 x c= 处等于零，而 

在其余点处 ( ) 0f x′ <  

( )f x 在[ , ]a c

上连续在

( , )a c 可导 

且 ( ) 0f x′ <  

)(xfy = 在 
[ , ]a c 上单调减少

)(xfy = 在 
[ , ]c b 上单调减少

( )f x 在[ , ]c b

上连续在

( , )c b 可导 

且 ( ) 0f x′ <  

)(xfy = 在[ , ]a b 上单调减少 

如果 ( )f x′ 在开区间 ( , )a b 内的等于零的点为有限个只要 

它在其余各点处保持定号则 )(xfy = 在[ , ]a b 上仍单调 



如 , ( , )y x x= ∈ −∞ +∞ 在( , 0]−∞ 单调递减，在[0, )+∞ 单调递增，  

  
 

 
不可导点 0x= 是函数单调递增和单调递减的分界点.  

  
 

 
xy =

x

y

o

注记 3：单调区间的分界点除驻点外,也可能是导数不存在的点.  

注记 4：如果函数在某驻点两边导数同号, 则不改变函数的单调性  

 
3 , ( , )y x x= ∈ −∞ +∞  

 

一、函数的单调性的判断 

 

 



.

一、函数的单调性的判断 

 

例 1：判断函数 siny x x= − 在区间 [ . ]π π− 的单调性 

 
 解： （1）显然函数 siny x x= − 在区间[ , ]π π− 上连续，在 ( , )π π− 内可导 

（2）当 ( , )x π π∈ − 时， 1 cos 0y x′ = − ≥ 且等号仅在 0x = 处成立 
    

 （3）由判定定理知函数 siny x x= − 在区间[ , ]π π− 单增. 

  2.判定定理的应用： 

 （1）判断函数在某区间上的单调性 



. 

一、函数的单调性的判断 

 

（1）判断函数 siny x= 在区间 [ , ]
2 2
π π

− 上的单调性 

 
 （2）判断函数 lny x= 在区间 (0, )+∞ 内的单调性 

 
 

（3）判断函数 1y
x

= 在区间 (0, )+∞ 及 (0, )+∞ 内的单调性 

 
 

课堂训练 

 
 



 

  2.判定定理的应用： 

 （2）求函数的单调区间 

             

  

   注记 4：求单调区间的步骤 

 第一步：求出函数 )(xfy = 的定义域 

第二步：求导数 ( )f x′  

第三步：在定义区间内求出所有使 0)( =′ xf 和使 )(xf ′ 不存在的点, 并以这些 

点为分界点,将定义域分为若干个子区间；

 

第四步：（列表）判定 ( )f x′ 在每个区间上的正负号 

  第五步：利用判断定理得出递增及递减区间 

 

.

一、函数的单调性的判断 

 



（2）函数的导数为 2( ) 6 18 12 6( 1)( 2)f x x x x x′ = − + = − −  

 

 (−∞, 1) （1, 2） （2, +∞) 

f ′(x) + − + 
f(x) ↗ ↘ ↗ 

 

  解 （1） 这个函数的定义域为(−∞, +∞).  
 

（3）令 ( ) 0f x′ = ，则 1 21, 2x x= =  

例 2. 确定函数 3 2( ) 2 9 12 3f x x x x= − + − 的单调区间.  

. 

一、函数的单调性的判断 

 

（4）列表 

（5）函数 ( )f x 在区间(−∞, 1]和[2, +∞)内单调增加, 在区间[1, 2]上单调减少 



例 3  讨论函数 3 2xy = 的单调性.  

  解: 函数的定义域为(−∞, +∞).  
        

当 0x ≠ 时, 函数的导数为 33
2

x
y =′   

 

 
当 0x = 时, 函数的导数不存在 

因此函数在(−∞, 0] 上单调递减，在[0,+∞) 上单调递增. 

 

 (−∞, 0) 0 （0, +∞) 

f ′(x) − 不存在 + 

f(x) ↘  ↗ 

 

列表如下：  

. 

一、函数的单调性的判断 

 



 

  2.判定定理的应用： 

 
（3）证明不等式 

   
注记 5：利用函数的单调性证明不等式的步骤： 

第一步：构造 ( )f x 并求出 ( )f x′  

 
第二步：判断 ( )f x′ 的正负号，根据 ( )f x′ 的正负号判断函数的单调性

 
第三步：利用函数的单调性得到不等式 

 

.

一、函数的单调性的判断 

 



例 4. 证明: 当 1x > 时, xe ex> .  
 

   证明: 令 ( ) xf x e ex= − , 则 ( ) xf x e e′ = − . 当 1x > 时, ( ) 0,f x′ >  

 

 

 

 

因此 ( )f x 在[1, +∞)上单调增加, 所以当 1x > 时, ( ) (1)f x f> .

 
                                    
 

 
即当 1x > 时, 0xe ex− > ,也就是 xe ex>      
 

 

由于 (1) 0f = ，故当 1x > 时,  

( ) 0f x >

.

一、函数的单调性的判断 

 



 

  2.判定定理的应用： 

 （4）确定某些方程实根的个数 

 
   例 5  证明sin x x= 在 π π[- , ]只有一个实根 

 

 

证明：令 ( ) sinf x x x= − ，则 ( ) ,f π π= − ( )f π π− = ，即函数 ( )f x 在 π π[- , ]上  

        
连续且在两端点处的函数值异号. 由零点定理可知方程 ( ) 0f x = 在 π π[- , ]上 

        至少有一个实根. 

显然 ( ) cos 1f x x′ = − ，当 x π π∈[- , ]时， ( ) 0f x′ ≤ （等号仅在一点处成立） 

 

        
所以 ( ) sinf x x x= − 在 π π[- , ]单调递减.因此 ( ) 0f x = 在 π π[- , ]只有一个实根  

 

. 

一、函数的单调性的判断 

 



                      二、曲线的凸凹性 

 

 

1.定义 

 在区间 ),( ba 内,如果曲线弧位于其每一点切线的上方, 
 

那么就称曲线在区间 ),( ba 内是凹的;  

如果曲线弧位于其每一点切线的下方,那么就称曲线在区间 ),( ba 内是凸的. 

 连续曲线上凹弧与凸弧的分界点称为拐点  

 y

O x

拐点

x

y

O

A

B D

C



                      

 

定理 2： 设函数 )(xf 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，则 

(1) 如果在 ),( ba 内 ( )f x′ 单调递增,那么曲线在 ),( ba 内是凹的; 

 (2) 如果在 ),( ba 内 ( )f x′ 单调递减,,那么曲线在 ),( ba 内是凸的. 

 

2. 判定定理 

二、曲线的凸凹性 

 

推论 ： 设函数 )(xf 在[ , ]a b 上连续，在 ),( ba 内具有二阶导数 )(xf ′′  

(1) 如果在 ),( ba 内 0)( >′′ xf ,那么曲线在 ),( ba 内是凹的; 

 (2) 如果在 ),( ba 内 0)( <′′ xf ,那么曲线在 ),( ba 内是凸的. 

 注记 1：若函数二阶可导，则其对应的曲线的拐点 0 0( , ( ))x f x 满足 0( ) 0f x′′ =  

若函数在某点二阶导数不存在，则其对应曲线的拐点 0 0( , ( ))x f x  

可能是 0( )f x′′ 不存在的点 



 

  3.判定定理的应用： 

 （1）判断曲线在某一区间上的凸凹性 

二、曲线的凸凹性 

 

 

例 6. 判断下列函数在指定区间上的凹凸性 

 
（1）曲线 lny x=  (0, )x∈ +∞  
 
（2）曲线 3y x= ， (0, )x∈ +∞  

 解：（1）显然
x

y 1=′ , 
2

1
x

y −=′′ . 当 (0, )x∈ +∞ 0y′′ < 所以曲线 lny x= 在(0，+∞)内是凸的.  

  （2） 显然 23 , 6y x y x′ ′′= = .所以当 (0, )x∈ +∞  0>′′y ,因此曲线 3y x=  

   在(0，+∞)内是凹的 



 

  3.判定定理的应用： 

 

二、曲线的凸凹性 

 

 

（2）求曲线的凸凹区间及拐点 

             

  

注记 2   确定曲线 y=f(x)的凹凸区间的步骤:  

 
   第一步：确定函数 ( )y f x= 的定义域  

        第二步：求出在二阶导数 ( )f x′′  

 
  第三步：求使二阶导数为零的点和使二阶导数不存在的点; 

将定义域分为若干个子区间 

    第四步：判断函数的二阶导数在子区间上的符号  

 
     第五步： 利用判定定理确定出曲线凹凸区间及拐点  



                      

 

例 7：求 函数 y=3x 4−4x 3+1 凸凹区间 
 

解：（1）函数 4 33 4 1y x x= − + 的定义域为(−∞, +∞);  
 

（2） 23 1212 xxy −=′ , )
3
2(362436 2 −=−=′′ xxxxy ; 

 
（3）解方程 0y′′ = 得  01=x , 3

2
2 =x ;  

 

 

二、曲线的凸凹性 

 

 (−∞, 0) 0 （0,
2
3
） 

2
3

 （
2
3
, +∞) 

( )f x′′  + 0 −  0 + 

f(x)    凹  凸     凹 

 
因此在区间(−∞, 0]和[2/3, +∞)上曲线是凹的, 在区间[0, 2/3]上曲线是凸的. 

 

  当 0x = 时， 1y = ，当
2
3

x = 时，
11
27

y = 故，曲线的拐点为 (0,1) 与
2 11( , )
3 27  



                      

 

例 9：判断下列曲线的是否有拐点　  

（1）
3 xy =    （2）y=x 4  

解：（1）函数 3 xy = 的定义域为(−∞, +∞); 
 

当 0x ≠ 时， 3 2 3
1
x

y =′ ,   3 2 9
2

xx
y −=′′ ;   

二、曲线的凸凹性 

 

当 0x = 二阶导数不存在.显然 0x = 将(−∞, +∞)分为两部分(−∞, 0)与(0, +∞) 

 

 
x 的范围  ( , 0)−∞   0 (0, )+∞   

y′′的符号 + 不存在  - 

由上表可以看出，曲线 在(−∞, 0)上是凹的，在【0, +∞)上是凸的 

 



                      

 

例 9：判断下列曲线的是否有拐点.  

（1） 3 xy =          （2））y=x 4  

解（2）显然
4y x=  的定义域为（-∞，+∞).  

故曲线
4y x= 在区间(−∞, +∞)内是凹的, 因此曲线无拐点. 

二、曲线的凸凹性 

 

3 24 , 12y x y x′ ′′= =  所以当 0x ≠ 时, 0y′′ >   



主主

要要

内内

容容
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极值  

函数的 

最值  

函数极大

值的判定 

函数极小

值的判定 

函数最值

的判定 

最值的 

应用 

  §3.5 函数的极值与最值  第三章 



1. 极值的定义 

 

设函数 ( )y f x= 的定义域为D  

如果存在 0x 的某一邻域 

0( )U x D⊂ ，使得对任意的 0( )x U x∈  

（1）都有 0( ) ( )f x f x≤   

则称函数 ( )y f x= 在 

 
 
点 0x 处有极大值 0( )f x .

 
 点 0x 称为极大值点.

（2）都有 0( ) ( )f x f x≥   

则称函数 ( )y f x= 在 

 
 
点 0x 处有极小值 0( )f x . 

 
 点 0x 称为极小值点. 

极大值和极小值统称为极值；极大值点和极小值点统称为极值点 

 

一、函数极值 

 

 

 第三章 



一、函数极值 

 

 

2 极值的判定 

 

定理 1(必要条件) 设函数 )(xf .

（1）在 0x 点处可导 

（2）在 0x 点取得极值, 

则必有.  

0( )=0f x′

注记 1：可导函数的极值点一定是驻点. 
 

但驻点却不一定是极值点 

注记 2：函数的极值点可能是驻点也可能 

 
是不可导的点.  

注记 3：区间 I 上单调函数没有极值 

siny x=  在 ,
2 2
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
没有极值 . 



     一、函数的极值

1x 4x3x2xa b xo

y

例 1：判断正误 

（1）极值点一定在区间内部取得,不能在区间端点取得. 

 

（2）连续函数的极大值点和极小值点可能不唯一 

 

（3）定义域内连续函数的极大值不一定小于极小值 

 

（4）定义域内可导函数一定有极值点. 

 



x

y

o x

y

o0x 0x

+ − − +

极值点情形

一、函数的极值 

 

     观察图形



.

一、函数的极值 

 

定理 2(充分条件) ：设函数 )(xf  

（1）在点 0x 及其左右近旁可导（2） 0)( 0 =′ xf    

如果在 0x 某一左邻域内 0)( >′ xf ,

在 0x 的某一右邻域内 0)( <′ xf , 

 

2 极值的判定 

则函数 )(xf 在点 0x 处取得 

极大值 )( 0xf  

如果在 0x 某一左邻域内 ( ) 0f x′ < , 

在 0x 的某一右邻域内 ( ) 0f x′ > , 

 

则函数 )(xf 在点 0x 处取得 

极小值 )( 0xf  

口诀：左正右负取极大；左负右正取极小 



当 0x x< 时 ( )f x 是增函数   当 0x x> 时 ( )f x 是减函数 

          定理2的证明分析

设 0 0( ), ( ) 0x U x f x′∈ =  且 

当 0x x< 时 ( ) 0f x′ >       当 0x x> 时 ( ) 0f x′ <  

当 0x x< 时 0( ) ( )f x f x<     当 0x x> 时 0( ) ( )f x f x<  

当
0

0( )x U x∈ 时 0( ) ( )f x f x<  

函数 )(xf 在点 0x 处取得极大值 )( 0xf

0( ) 0f x′ =
在证明过程中没有用到



.

一、函数的极值 

 

注记 4 ：设函数 )(xf 在点 0x 的左右近旁可导, 

但在不点 0x 处不可导,那么 

如果在 0x 某一左邻域内 0)( >′ xf ,

在 0x 的某一右邻域内 0)( <′ xf , 

 

则函数 )(xf 在点 0x 处取得 

极大值 )( 0xf  

如果在 0x 某一左邻域内 ( ) 0f x′ < , 

在 0x 的某一右邻域内 ( ) 0f x′ > , 

 

则函数 )(xf 在点 0x 处取得 

极小值 )( 0xf  

口诀：左正右负取极大；左负右正取极小 



 
注记 5：求 )(xf 在定义域内的极值点和极值的一般步骤    

第一步： 确定函数 )(xf 的定义域; 

第二步：求函数的导数 )(xf ′ ,并求出 )(xf 的所有驻点及不可导点; 

第三步：列表判定函数的导数 )(xf ′ 在每一个驻点和不可导点左右近旁的符

第四步：利用左正右负取极大；左负右正取极小得到极值点和相应的极值.

一、函数的极值 



例 2 求函数 3 2( ) 3 9 5f x x x x= − − + 的极值. 

  解 (1) 函数的定义域为 ),( +∞−∞ ; 

 (2) 2( ) 3 6 9 3( 1)( 3)f x x x x x′ = − − = + −  令 0)( =′ xf 得驻点 11 −=x , 2 3x = ; 

 

     

 

x  )1,( −−∞  1−  ( 1,3)−  3  (3, )+∞  

)(xf ′  + 0 － 0 + 

)(xf   
极大值 

10 
 

极小值 

-22 
 

 

 (3) 讨论如下表所示: 

(4) 由表可知,函数 )(xf 在 1−=x 处取得极大值 ( 1) 10f − = ,在 3x = 处 

取得极小值 (3) 22f = − . 



例 3  求函数
2
3( ) 1 ( 2)f x x= − − 的极值. 

   解: （1）函数的定义域为(−∞, +∞).  
        

(2) 当 2x ≠
3

2( )
3 2

f x
x

′ = −
−

  

 

 

当 2x = 时函数不可导 

 

 

一、函数的极值 

 

 

x  ( , 2)−∞  2  (2, + )∞  

)(xf ′  + 不存在 － 

)(xf   极大值 1  

 
（4） 由上表可得函数 )(xf 在 2x = 处取得极大值 (2) 1f =   

 (3) 讨论如下表所示: 



.

一、函数的极值 

 
定理 3. (第二种充分条件)  设函数 ( )f x  

（1）在点 0x 处具有二阶导数  （2） 0( ) 0,f x′ = 则 

当 0( ) 0f x′′ < 时  

函数 ( )f x 在点 0x 处取得极大值 

当 0( ) 0f x′′ > 时  

函数 ( )f x 在点 0x 处取得极小值 

即二阶导数大于零的驻点 

一定是函数的极小值点  

即二阶导数小于零的驻点 

一定是函数的极大值点  

− +

注记 6：如果 0 0( ) 0, ( ) 0,f x f x′ ′′= = 点 0x 可能是极值点也可能不是极值点. 

 第二充分条件失效.此时应用第一充分条件 



当
0

0( )x U x∈ 时，
0

( ) 0f x
x x
′

<
−  

      定理3的证明分析过程

0 0

( )l i m 0
x x

f x
x x→

′
<

−

当 0x x< 时 ( ) 0f x′ > ，当 0x x> 时， ( ) 0f x′ <

已知 0( ) 0,f x′ =  

0( ) 0f x′′ <  

函数 ( )f x 在点 0x 处取得极大值 

由函数极限的局部保号性 

由第一充分条件 

0

0
0

0

( ) ( )( ) lim
x x

f x f xf x
x x→

′ ′−′′ =
−



x

y

o x

y

o0x 0x

+

−

−

+

(不是极值点情形)

注记 7：如果函数 )(xf 在 0x 点左右近旁的导数同号 

 则函数在 0x 点不能取得极值. 

一、函数的极值 

 

 



（2）函数的导数为 2 2( ) 6 ( 1)f x x x′ = − 令 0)( =′ xf 得驻点 11 −=x , 2 0x = ; 3 1x =  

  解 （1） 这个函数的定义域为(−∞, +∞).  
 

（3） 2 2( ) 6( 1)(5 1)f x x x′′ = − −  

例 4.  求函数 2 3( ) ( 1) 1f x x= − + 的极值. 

 

（4）因 ( 1) (1) 0f f′′ ′′− = = 用第二充分条件无法使用. 利用第一充分条件 

 

因 (0) 0, (0) 6 0f f′ ′′= = > , 所以 ( )f x 在 0x = 处取得极小值, 极小值为 (0) 0f = .  
 

x  )1,( −−∞  1−  ( 1,0)−  (0,1)  1 (1, )+∞  

( )f x′  −  0  － +  0 +  

)(xf   没有极值   没有极值  

 
由上表可得 ( )f x 在 1x = ± 处没有极值  

 



例 5：选择题：下列结论正确的是（ ） 

一、函数的极值 

 

 

(1) 若 (0) (0) 1 0f f′ ′′= − = , 在函数 ( )y f x= 在 0x = 处取得的极小值 

(2) 若 (0) (0) 1 0f f′ ′′= + = , 在函数 ( )y f x= 在 0x = 处取得的极大值 

(3) 若函数 ( )y f x= 二阶可导.若 0( ) 0f x′′ < , 则函数 ( )y f x= 在点 0x 处 

取得极大值 

(4) 若函数 ( )y f x= 二阶可导.若 0( ) 0f x′′ > , 则函数 ( )y f x= 在点 0x 处 

取得极小值 



                      二、函数的最值 

 

 
注记 1：闭区间上连续函数的最大值和最小值有可能 

在区间的端点及极值点处取得. 

注记 2：闭区间上连续函数的最大值和最小值有可能 

在区间的端点、驻点及不可导点处取得. 

闭区间[ , ]a b 上连续的函数 ( )f x 一定有最大值和最小值 



                      二、函数的最值 

 

 

 （1）如果闭区间 [ , ]a b 上连续函数的最值不在区间的端点取得, 则必在 
 

开区间 ( , )a b 内取得,此时,最值点一定是函数的极值点. 

例 1：判断正误：  

（2） 闭区间上连续函数的最大值一定是函数的所有极值和函数在区 

 

间端点的函数值中最大者. 

（3） 闭区间上连续函数的最小值一定是函数的所有极值和函数在  

区间端点的函数值中最小者.  

 



                      

 

注记 3：  求最大值和最小值的步骤 

 第一步： 求出函数 )(xf 在 ),( ba 内的驻点和不可导点; 

第二步： 求出函数 )(xf 在各驻点、导数不存在的点及区间端点处的函数值 

第三步：比较这些函数值,其中最大的就是最大值,最小的就是最小值. 

二、函数的最值 

 



                      

 

例 2 求函数 23)( 3 +−= xxxf 在 ]3,2[− 上的最大值与最小值. 

 
解 (1) )1)(1(333)( 2 −+=−=′ xxxxf   

(2) 计算 4)1( =−f , 0)1( =f , 0)2( =−f , 20)3( =f  

 
(3) 比较可得,函数 )(xf 在 3=x 处取得它在 ]3,2[− 上的最大值 20, 

在 1=x 和 2−=x 处取得它在 ]3,2[− 上的最小值 0. 

令 0)( =′ xf 得 )(xf 在 ]3,2[− 上的驻点 11 −=x , 12=x  

二、函数的最值 

 



                      

 

注记 4： 求实际问题中最值时的步骤 

 (1)建立目标函数 

(2)求最值 

 

    若目标函数只有一个驻点， 则该点一定是最大（小）值点. 

二、函数的最值 

 



                      

 

例 3 有一宽为 a 的正方形铁片,从每个角截取同样的小方块，然后把四边折起来作 

成一个无盖的方盒.为了使这个方盒的体积最大，问应该截取多少？ 

解 设截取的小方块边长为 x, 作成一个无盖的方盒的体积为 

 2( 2 )V x a x= −  (0 )
2
ax< <  

 显然 ( )( )2 6V a x a x′ = − − ,令 0V ′ = 得函数在 (0, )
2
a 内惟一的驻点

6
ax = . 

由实际情况可知, 这个方盒的最大体积一定存在 ,因此,当水槽高为 

二、函数的最值 

 

6
a 时,方盒的体积最大. 



   §3.6   函数图形的描绘
 第三章 

 主要内容：

 一、渐近线：

二、函数图形的描绘



             一、函数的渐近线

定义  如果 axf
x

=
∞→

)(lim (或 axf
x

=
−∞→

)(lim 或 axf
x

=
+∞→

)(lim ), 

 那么称直线 ay = 为曲线 )(xfy = 的一条水平渐近线;  

 
如果 ∞=

→
)(lim xf

bx
(或 ∞=

+→
)(lim xf

bx
或 ∞=

−→
)(lim xf

bx
), 

 那么称直线 bx = 为曲线 )(xfy = 的一条垂直渐近线. 

 

1.曲线的水平渐近线和垂直渐近线. 



一、函数的渐近线 

 

 
例 1. 求曲线 xy arctan= 的两条水平渐近线 

例 2：求曲线 )2ln( −= xy 的垂直渐近线 

解：    显然：
2

arctanlim π
=

+∞→
x

x
,

2
arctanlim π

−=
−∞→

x
x

, 

 所以直线
2
π

=y 和
2
π

−=y 是曲线 xy arctan= 的两条水平渐近线; 

解：由于
2

lim ln( 2)
x

x
+→

− = ∞ ,所以直线 2=x 是曲线 )2ln( −= xy 的垂直渐进线. 

 



二、函数作图 

 

 

注记 1：利用导数作函数图像的一般步骤如下: 

 
(1) 确定函数的定义域; 

 (2) 研究函数的奇偶性、周期性; 

 (3) 讨论函数的单调性、极值、曲线的凹凸性及拐点,并列表; 

 

 

(4) 确定曲线的水平渐近线和垂直渐近线; 

 (5) 根据作图需要适当选取辅助点; 

(6) 综合上述讨论,作出函数图像. 

 



例 2  描绘函数 2

2

e
π2

1 x

y
−

= 的图形 

解(1) 显然函数 2

2

e
π2

1)(
x

xf
−

= 的定义域为 ),( +∞−∞  

  (2) 由于 )(e
π2

1e
π2

1)( 22
)( 22

xfxf
xx

===−
−

−
−

，所以函数 )(xf 为偶函数，其图形 

 

 

关于 y轴对称.因此我们只需讨论函数在 ),0[ +∞ 上的图形 

（3）显然 22

22

e
π2

)(e
π2

1)(
xx xxxf

−−
−=−=′  

)1(e
π2

1)](e[e
π2

1)( 2222

222

−=−+−=′′
−−−

xxxxf
xxx

令 0)( =′ xf 得 0=x  令 0)( =′′ xf 得 1=x  

显然 0=x 和 1=x 将 ),0[ +∞ 分为两个区间 ]1,0[ 和 ),1[ +∞  



解(3) 列表判断曲线的形态 

 x
)(xf ′

)(xf ′′

)(xfy = 的图形 

0 )1,0( 1 ),1( +∞

0 − − −

− − 0 +

极大值 
拐点 

))1(,1( f  ↘ ∩  ∪  ↘

 (4) 由于 0)(lim =
+∞→

xf
x

所以图形有一条水平渐近线 0=y  

 
 (5) 显然

πe2
1)1(,

π2
1)0( == ff 所以图形有两点 )

π2
1,0(C 与 )

πe2
1,0(A  

例 2  描绘函数 2

2

e
π2

1 x

y
−

= 的图形 



3.0

2.0

2

1.0

11−2−3−

4.0

x

y

o 3

)
πe2
1,1(A)

πe2
1,1(−B

)
2
1,0(
π

C



例 3  描绘函数 3( ) 2+
(1 )

xf x
x

=
+

的形状 

 
  解: （1）函数的定义域为 ( ,1) ( 1, )−∞ − +∞∪  1x = − 为间断点 

        

(2) 当 1x ≠ − 2 4

3(1 ) 6( 2)( ) , ( )
(1 ) (1 )

x xf x f x
x x
− −′ ′′= =
+ +

  

（3）显然当 ( ) 0f x′ = 时， 1;x = ，当 ( ) 0f x′′ = 时， 2x =  

 （4）点 1, 1, 2x x x= − = = 定义域分为 ( , 1), ( 1,1],[1,2],[2, )−∞ − − +∞   

 
 （5）列表可得 

 

    

x (−∞, −1) （−1，1） 1 (1, 2) 2 (2, +∞)

f ′(x) － ＋ 0 － － － 

f ′′(x) － － － － 0 ＋ 

y=f(x) 
↘ 

∩ 

↗ 

∩  

极大

值点

 

↘ 

∩ 

2 (2))f（ ，

 

拐点 

↘ 

∪ 

 



 

（5）由于
1

lim ( ) 2, lim ( ) ,
x x

f x f x
→∞ →−

= = −∞  所以函数有一条水平渐近线 2y = 和一条  

    

 垂直渐近线 1x = − . 
    

 
（6）显然

11 8(1) , (2) ,
4 3

f f= = 得到图形上的两个点 1 2
11 8(1, ), (2, )
4 3

M M  

    

 
又

1 2(0) 2, ( ) 4, ( 4)
2 3

f f f= − =− − = 得到图形上的另四个点 3 4
1(0,2), ( , 4),
2

M M − −  

    

6 7
2( 2, 4), ( 4, )
3

M M− − −  
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