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第二章矩阵及其运算

第一节
 
矩阵

第二节
 
矩阵的运算

第三节
 
逆矩阵

第四节
 
矩阵分块法




 

1．理解矩阵的概念.


 

2．掌握矩阵的运算以及它们的运算规律．


 

3．理解逆矩阵的概念，掌握逆矩阵的性质以及矩阵可逆的

 充分必要条件，理解伴随矩阵的概念，会用伴随矩阵求逆

 矩阵．


 

4. 了解分块矩阵及其运算．

学习基本要求
 
第二章矩阵及其运算



学习考研要求
 
第二章矩阵及其运算


 

1．理解矩阵的概念，了解单位矩阵、数量矩阵、对角矩

 阵、三角矩阵、对称矩阵和反对称矩阵以及它们的性质．


 

2．掌握矩阵的线性运算、乘法、转置以及它们的运算规

 律，了解方阵的幂与方阵乘积的行列式的性质．


 

3．理解逆矩阵的概念，掌握逆矩阵的性质以及矩阵可逆的

 充分必要条件，理解伴随矩阵的概念，会用伴随矩阵求逆

 矩阵．


 

4．了解分块矩阵及其运算．



学习内容
 

第一节
 

矩阵

一、矩阵的定义

定义

 
由

 
个数

 
排成的

 
行

 列的数表

称为

 
行

 
列矩阵，简称为

 
矩阵.

为表示它是一个整体，总是加一个括弧，并用大写黑体字

 母表示它，记作

第一节
 
矩阵

m n ( 1,2, , ; 1,2, , )ija i m j n   m n
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m n m n



这

 
个数称为矩阵

 
的元素，简称为元，数

 
位于

 矩阵

 
的第

 
行第

 
列，称为矩阵

 
的

 
元，

 
以数

 为

 
元的矩阵可简记作

 
或

 
，

 
矩阵

 也记作

 
.

学习内容
 

第一节
 

矩阵
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元素全为实数的矩阵称为实矩阵，元素全是复数的矩阵称为复

矩阵.（本书中的矩阵除特别说明者外，都指实矩阵）



2.特殊矩阵

学习内容
 

第一节
 

矩阵

(1)行矩阵（行向量）

(2)列矩阵（列向量）
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a
a
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学习内容
 

第一节
 

矩阵

(3)方阵

 
记 或

(4)上(下)三角矩阵

 
(i>j) (i<j)的方阵.
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学习内容
 

第一节
 

矩阵

(5)对角矩阵

 
的方阵.

(6)数量矩阵

 
的对角矩阵

(7)单位矩阵

 
的数量矩阵

 
记

 
或

(8)零矩阵

 
所有元素都是零的矩阵.记

 
或

),,2,1( niaii  

1 I n E n

O nm O

0ija  )( ji 

11 0
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学习内容
 

第一节
 

矩阵

（9）矩阵相等   nmijaA   bB ij nm


若 ijij ba  ;,,2,1( mi  ),,2,1 nj 

则称矩阵

 
与

 
相等,记作A B BA 

例如

1 2 1
0 0 1
1 0 0

 
 
 
 
 


1 0 0
0 0 1
1 2 1

 
 
 
 
 

1 1 2
2 1 0
2 0 1

 
 
 
 
 

1 1 2
2 1 0
2 0 1

 
 
 
 
 





4.矩阵的应用

例1   某厂向三个商店发送四种产品的数量可列成矩阵

其中

 
为工厂向第

 
个商店发送第

 
种产品的数量.

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
A a a a a

a a a a

 
   
 
 

ija i j

学习内容
 

第一节
 

矩阵



例2     个变量

 
与

 
个变量

之间的关系式

表示一个从变量

 
到变量

的线性变换，其中

 
为常数.

n
1 2, , , nx x x

1 2, , , my y y

m
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1 2, , , nx x x 1 2, , , my y y

（1）

线性变换（1）的系数

 
构成矩阵

ijc

ijc  ij m n
C c 


学习内容
 

第一节
 

矩阵
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例3  线性方程组

的系数

 
构成方阵ija  ij n n

A a




学习内容
 

第一节
 

矩阵



1.加减法
  nmijaA   bB ij nm

设 ，

定义
 

，即 
m n

A B ij ija b


  

11 1 11 1 11 11 1 1

1 1 1 1

n n n n

m mn m mn m m mn mn

a a b b a b a b

a a b b a b a b

      
           
           

  
        

  

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则

第二节
 
矩阵运算及法则

注意：非同型矩阵不能相加.



学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则

运算规律:

交换律 ABBA 
结合律 )()( CBACBA 

AOA 其他

( )A B A B   



2.数乘
 

定义数
 

与
 

的乘积为  nmijaA k

 ijkakA
nm

记作
 
，即

运算法则:

数对矩阵的分配律

矩阵对数的分配律

结合律

BABA   )(
AAA   )(

OA 0
)()( AA  

其他

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

ka ka ka
ka ka ka

ka ka ka

 
 
 
 
 
 




  


kA

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



例1
 

设
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B

且 求矩阵 .,2 BXA  X

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



(3)乘法  ijaA
lm

  bB ij nl


 ijcAB
nm



1 1 2 2
1

l

ij i j i j il lj ik kj
k

c a b a b a b a b


     

定义
 

，其中

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



两个矩阵相乘可以直观地表示如下:
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学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



例3
 

设矩阵 
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431
102
311
014

B

求
 

AB 和
 

BA

注意：行乘列原则，左边矩阵的列数=右边矩阵
 

的行数

例2
 

求矩阵 与

的乘积 AB

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



注意:
 

以下结论一般情况下不成立

BAAB 

OAOAB  OB 

  BABABA  22

  ABBABA 2222 

或

由此可见,矩阵的乘法有别于数的乘法,许多因式
 分解公式都可能不成立.比如:

CBOA ACAB  且

如果AB=BA，则称A与B可交换.

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



运算规律:

分配律
ACABCBA  )(
CABAACB  )(

结合律 )()( BCACAB 

数乘结合律 )()()( BABAAB  

其他 AIAAI nmnnmnmm  

由此可见，单位矩阵
 

在矩阵乘法中的作用
 类似于数1.

E

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



矩阵





























E

称为纯量矩阵（或数量矩阵）

由
 

，
 

，可知纯量矩阵
 

与

)()( nnnn EAAAE  

( )A E A 

矩阵
 

的乘积等于数
 
与

 
的乘积，并且当

 为
 

阶方阵时，有

( )E A A  E

A  A A
n

表明纯量矩阵
 
与任何同阶方阵都是可交换的.E

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



(4)方阵的幂
 

为自然数 nijaA  k

则



k

k AAAA  规定  0A E A O 

运算规律:

lklk AAA  kllk AA )(
注意:

 
一般来说   kkk BAAB 

如果
 

则称
 

为幂等矩阵.  AA 2 A

如果
 

(  自然数)  则称
 

为幂零矩阵.OAk  k A

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



(5)转置
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称 为 A 的转置矩阵.

运算规律:
  AA

TT    BABA TTT 

  TT kAkA    ABAB TTT     kTTk AA 

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



对称矩阵:

反对称矩阵:

注:
 

对称矩阵的元素关于其主对角线对称.

反对称矩阵的主对角线元素都为零.

性质:
 

为对称矩阵.

为反对称矩阵.

如果
 
是同阶对称(或反对称)矩阵, 是常

数,则
 

,  一定是对称(或反对称)矩阵,但

不一定是对称(或反对称)矩阵.

AAT 

AAT 

AATAAT 
AAT 

BA,
kABA ,

AB

k
TA

TAA

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



例4
 

设
 

、
 

是对称矩阵，则
 
（或

 
）AB BAA B

BAAB 也是对称矩阵的充分必要条件
 

.

例5
 

设列矩阵  TnxxxX ,,, 21 

1XX T E
满足

n TXXEH 2

H EHH T 
，

 
为

 
阶单位阵，

 
，证明

是对称矩阵，且

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



(6)方阵的行列式

称
 

为
 

的行列式, 又记 det

 nijaA 

nijaA  A A
运算规律:

AAT  AkkA n

n


BAAB  kk AA 

学习内容
 

第二节
 

矩阵运算及法则



定理

 
若方阵

 
可逆,则

 
的逆矩阵唯一;

的逆矩阵记为

 
.

1.定义及唯一性

定义

 
设

 
是一个n 阶方阵，

 
是一个n阶单位阵，如果存

 在一个n阶方阵

 
，使得

则称

 
可逆，又称

 
为非奇异矩阵,并称 为 的逆矩阵.否

 则称

 
不可逆，又称

 
为奇异矩阵．

A

A

AA
A

A B B A E 
B

B
A

E

1A

A

A

A

学习内容
 

第三节
 

逆矩阵

第三节
 
逆矩阵



方法一：利用定义判定.即找到矩阵B，使
 

得AB=E（或者BA=E）.

2.判定及求法

怎么

 找？

第一种：题目中已经给出了“B”，只需判
 断哪个是“B”，然后验证AB=E（或者BA=E）.

比如P56，21.

第二种：根据已知条件“凑”矩阵B使得
 AB=E（或者BA=E）.比如P56，22.

学习内容
 

第三节
 

逆矩阵



例1
 

设n阶方阵
 

满足
 

,

试证
 

可逆.

A 3 3 0A A E  

A E

方法二：利用P43定理2判定

学习内容
 

第三节
 

逆矩阵



为矩阵
 

的伴随矩阵. 其中
 

为
 

中元素
 的代数余子式. 

 nijaA 

AAij

称

A aij

设
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* *AA A A A E 重要恒等式:

学习内容
 

第三节
 

逆矩阵



定理2 方阵
 

可逆的充分必要条件是
 

,
 

且 .

A 0A
*1 1 A

A
A 

例2
 

求矩阵
 

的逆矩阵.


















343
122
321

A

学习内容
 

第三节
 

逆矩阵



1 2 3
2 2 1
3 4 3

1 2 3   2 1 3   3 2 4  

3 2 3   2 2 3   1 1 4  

所以，A是可逆的.

A 

解

2

因为

又因为

学习内容
 

第三节
 

逆矩阵
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4 3
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2 2
2

3 4
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21

2 3
6

4 3
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1 3
6

3 3
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1 2
2

3 4
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31

2 3
4

2 1
M   

32

1 3
5

2 1
M   

33

1 2
2

2 2
M   

所
 以，

*

2 6 4
3 6 5

2 2 2
A

 
    
  

从而，

1 *

1 3 22 6 4
1 1 3 53 6 5 3

2 2 2
2 2 2 1 1 1

A A
A



    
                  

学习内容
 

第三节
 

逆矩阵



3.性质

A(1)若方阵
 

可逆，则
 

也可逆，且A 1   AA  11

(2)若方阵
 

可逆,且数
 
,则

 
也可逆,且

(3)若方阵
 

可逆，则
 

也可逆，且

(4)若方阵
 

可逆，则
 

也可逆，且

(6)若方阵 可逆，则

kA   kk AA )( 11  

TA    TT AA 11  

AA
11 

kA

A
A

A 0k
11 1)(   A

k
kA

(5)若两个同阶方阵
 
可逆，则

 
也可逆, 且BA, AB

111)(   ABAB

A

学习内容
 

第三节
 

逆矩阵



4.应用
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)(

含有n个未知量n个方程的线性方程组一般形式为:

学习内容
 

第三节
 

逆矩阵



11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

A

a a a
a a a

a a a
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2

n
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b

b
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1
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n

x
x

x

x

 
 
 
 
 
 


令 ， ， ，

则线性方程组（I)可简化

Ax b

若 ，则 存在，0A  1A

让上述等式两边同时左乘
 
，可得1A

1x A b

学习内容
 

第三节
 

逆矩阵



伴随矩阵性质:

  *1* AkkA n   *** ABAB 

   kk AA **     TT AA ** 
1*  nAA   AAA n 2** 



    11   AA如果
 

可逆,则A

学习内容
 

第三节
 

逆矩阵



1.矩阵分块
 

在矩阵
 

的行间和列间
 分别用一些水平线和铅直线将它分割成若干个小

 矩阵
 
，每一个小矩阵

 
称为

 
的子块或子

 矩阵，这种以子块或子矩阵
 
为元素的矩阵称

 为分块矩阵．记作

2.运算
 

只要对矩阵按适当的方式分块,那么
 在对分块矩阵进行运算时,就可以将子块当作一般

 矩阵中的元素来看待,并按一般矩阵的运算规则进
 行,然后子块之间的运算再按一般矩阵的运算规则
 进行.

  nmijaA 

Aij

Aij

Aij

  srijAA 

A

学习内容
 
第四节

 
分块矩阵

第四节
 
分块矩阵



例9  矩阵
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B

求 AB

例10 设矩阵
 

,         ,若将矩阵

按列分块为

  smikaA   
nsjkbB




 nBBBB 21

求 AB

学习内容
 
第四节

 
分块矩阵



3.分块矩阵求逆法

(1)                    其中
 

,   可逆

(2)                    其中
 

,   可逆

则

则
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学习内容
 
第四节

 
分块矩阵



则

则

(3)                  其中
 

,  可逆
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(4)

学习内容
 
第四节

 
分块矩阵



例11

























60101
34002
51131
00021
00011

H 求 1H

1H例12
 

设




































63000000
52000000
00523000
00211000
00002000
00000400
00000021
00000023

H 求

学习内容
 
第四节

 
分块矩阵



1.矩阵与行列式的区别与联系？

2.矩阵乘法运算的运算规律？

3.矩阵乘法中单位矩阵E的性质和作用？

4.分块矩阵的运算与一般矩阵的运算的联系与联
 系？

问题讨论
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