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第十一章反常积分 

11.1  反常积分概念 

11.2 无穷积分的性质与收敛判别 

11.3 瑕积分的性质与收敛判别 
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11.1  反常积分概念 

一、 引例 

二、无穷限的广义积分 

三、无界函数的广义积分  

四、小结  
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一、引例 

 在讨论定积分时有两个最基本的条件：积分区间 

但以下例子告诉我们有时我们需要考虑无穷区间 

例1(第二宇宙速度问题）在地球表面垂直发射火 

的有穷性; 被积函数的有界性. 

上的“积分”或无界函数的“积分”. 

箭, 要使火箭克服地球引力无限远离地球, 试问初  

速度 v0 至少要多大？ 



返回 后页 前页 

解 设地球半径为 R,火箭质量为 m,地面上的重 

处火箭所受的引力为 

,
2

2

x

mgR
F 

.
11

d
2

2

2









 rR

mgRx
x

mgRr

R

 Rx 力加速度为 g, 按万有引力定理, 在距地心  
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r 当         时,其极限 mgR 就是火箭无限远离地 

的积分

2 2

2 2
d lim d .

r

R Rr

mgR mgR
x x mgR

x x




  

由机械能守恒定律可求初速度  至少应使 0v

2

0

1
.

2
mv mgR

2 6
9.81(m/s ) , 6.371 10 (m)g R用 代入,得  

0 2 11.2 (km/ s).v gR 

球需作的功．于是自然把这一极限写作上限为 
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例2： 

曲边梯形”的面积。

，右边所围成的“开口轴及直线求曲线 1,
1

2
 xx

x
y

0 x 

y 

1 b 

2x

1
y 

解：由于这个图形不是封闭的  

       曲边梯形,而在x轴的正方  

       向是开口的，即这是的积  

       分区间为[1，∞）， 

bx
dx

x
Ab bb 1

1]
1

[
1

,1 121  的面积为则故

显然当b改变时，曲边梯形的面积也随之改变， 

1)
1

1(lim
1

lim
21 

  b
dx

x
b

b

b

b
时，即故

则所求曲边梯形的面积为1 
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二、无穷限的广义积分. 

定义1: 设函数 f (x)在区间[a, +)上连续, 取b > a, 

如果极限 

b

ab
dxxf )(lim 存在, 

则称此极限为函数 f (x)在无穷区间[a, +)上

的广义积分, 记作  即 ,)(


a
dxxf

 




b

aba
dxxfdxxf )(lim)( (1) 
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这时也称广义积分                    收敛;  若上述极

限不存在, 就称广义积分    发散,  这时记

号                 不再表示数值了。  




a
dxxf )(




a
dxxf )(




a
dxxf )(

例如：  


 

 b

b
dx

x
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x 0 20 2 1

1
lim
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 b
b

x 0arctanlim




b
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arctanlim
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类似地, 设函数 f (x)在区间(, b]上连续, 取a < b, 

如果极限 

b

aa
dxxf )(lim 存在, 则称此极限为函数 

f (x)在无穷区间(, b]上广义积分, 记作                  ,  

 


b

aa

b

dxxfdxxf )(lim)( (2) 

这时也称广义积分                    收敛;  若上述

极限不存在, 就称广义积分    发散. 

 

b

dxxf )(

 

b

dxxf )(

 

b

dxxf )(

即  
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设函数 f (x)在区间(, +)上连续,  




 0

0

)(  )( dxxfdxxf 和

都收敛,  则称上述两广义积分之和为函数 f (x)在

区间(, +)上广义积分.记作                   ,即  



dxxf )(











0

0

)(  )()( dxxfdxxfdxxf

 


b

baa
dxxfdxxf

0

0

)( lim )(lim (3) 





dxxf )(这时, 也称广义积分                  收敛;  否则就称

广义积分                  发散. 



dxxf )(

如果广义积分  

上述广义积分统称为无穷限的广义积分. 
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解： 
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baa
dx

x
dx

x 0 2

0
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1
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1

1
lim
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b

a
a

xx 0

0
arctanlimarctanlim




ba
ba

arctanlimarctanlim








2
)

2
(

注: 为方便起见, 把     .)()(lim



a

b

a
b

xFxF 记作

a b o 
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x
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 x 

dx 
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2  
  

：计算广义积分 例3  
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解 
2

1
e d e e ,

pt pt ptt
t t C

p p

     

例4 讨论无穷积分  
0

e d 0 .
pt

t t p


  的收敛性

20
0

1
e d e e

pt pt ptt
t t

p p




   
   
 

因此 

2 2

1 1
(0 0) 0 .

p p
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例5 讨论瑕积分  
1

0

d
0

q

x
q

x
 的收敛性. 

解 
 1

1
1

1 , 1d
1

ln , 1,

q

qu

u qx
q

x
u q


 

 
 



1 1

0 0

d d 1
0 1 , lim ;

1q quu

x x
q

qx x
   

 故当 时
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同样, 若 f (x) 的原函数为 F (x), 瑕积分的牛顿-莱 

( ) d ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x x F x F b F a

  
( ) lim ( ).

u a
F b F u


 

布尼茨公式写作 

1

0

d
1 , .

q

x
q

x
   当 时 发散
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三、无界函数的广义积分  

定义2: 设函数 f (x)在区间(a, b]上连续, 而在点 a 的

右邻域内无界, 取 > 0.如果极限  

 

b

a
dxxf


)(lim

0
存在, 

则称此极限为函数 f (x)在(a, b]上的广义积分.  

即仍然记作 ,)(
b

a
dxxf

 


b

a

b

a
dxxfdxxf


)(lim)(

0
(4) 

这时也称广义积分                收敛. 如果上述

极限不存在, 就称广义积分               发散. 


b

a
dxxf )(


b

a
dxxf )(
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类似地, 设函数 f (x)在区间[a, b)上连续, 而在

点 b 的左邻域内无界, 取 > 0.  










b

a
dxxf )(lim

0
存在,则定义 如果极限  











b

a

b

a
dxxfdxxf )(lim)(

0

(5) 

否则, 就称广义积分               发散. 
b

a
dxxf )(
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设函数 f (x)在区间[a, b]上除点c (a < c < b)

外连续, 而在点 c 的邻域内无界, 如果两个广义

积分  


b

c

c

a
dxxfdxxf )()( 与

都收敛, 则定义 

 
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()(

 






b

c

c

a
dxxfdxxf






)(lim)(lim

00
(6) 

否则, 就称广义积分                 发散. 
b

a
dxxf )(
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1
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xaax
因为解

所以, x=a为被积函数的无穷
间断点.  

于是: 
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图5-7-1 
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 a 计算广义积分 例 
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解 
2
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 例7   计算广义积分               。 
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0 ( 1)
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是否必有 lim ( ) 0?
x

f x




2. ( ) [ , )f x a 在 上非负连续,  ,0)(lim 


xf
x

是否可 

推得 ( )d
a

f x x


 收敛? 

3. ( ) [ , )f x a 在 上定义, 且 

.)(lim Axf
x




复习思考题 

( )d 0?
a

f x x A


当 收敛时,是否必有

1. ( ) [ , )f x a 在 上非负连续,  且  收敛,  ( )d
a

f x x
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四.  小结 

(1)  无穷积分和瑕积分的定义; 

(2)  无穷积分和瑕积分收敛与发散的定义; 

(3)  无穷积分的计算： 

(i).求出函数f(x)的原函数F(x). 

)(lim xF
x 

 时，则求出上限为(ii). 

)(lim xF
x 

 时，则求出上限为



11. 2 无穷积分的性质与收敛判别 

一.  无穷积分的性质 

二.  无穷积分收敛的判别法 

三.  小结 



( )d
a

f x x


 收敛的充要条件是: 0, ,G a   

1 2 2

1

( )d ( )d ( )d .
u u u

a a u
f x x f x x f x x     

一、无穷积分的性质 

1 2, ,u u G当 时

证 ( ) ( )d , [ , ), ( )d
u

a a
F u f x x u a f x x



   设 则

lim ( ) .
u

F u


收敛的充要条件是存在极限 由函数

极限的柯西准则,此等价于 

(无穷积分收敛的柯西准则)无穷积分  定理11.1 



1 2 1 20, , , , ( ) ( ) ,G a u u G F u F u        

1 2 2

1

( )d ( )d ( )d .
u u u

a ua
f x x f x x f x x     

性质1 1 2 1 2( )d ( )d , ,
a a

f x x f x x k k
   

 若 与 都收敛

为任意常数,则   

 1 1 2 2( ) ( ) d
a

k f x k f x x




即 

根据反常积分定义,容易导出以下性质1 和性质2.   

,也收敛 且



 1 1 2 2( ) ( ) d
a

k f x k f x x




( ) d ( ) d ( ),
a b

f x x f x x b a
 

  与

( )d ( )d ( )d .
b

a a b
f x x f x x f x x

  

   

同时收敛或同时发散，且

性质2 [ , ]f a u若 在任何有限区间 上可积,则

1 1 2 2( )d ( )d .
a a

k f x x k f x x
  

  



h(x) 在任意 [a, u]上可积,  且 

( )d ( )d
a a

f x x g x x
 

 和

( )d .
a

h x x


都收敛,则 收敛

证 因为 

( )d ( )d
a a

f x x g x x
 

 和

收敛,由柯西准则的必要性, 

1 20, , ,G a u u G      

例1 ),[),()()(  axxgxhxf , f (x), g (x), 若 



1 2

2 1

( )d , ( )d ,
u u

u u
f x x g x x   

2 2 2

1 1 1

( )d ( )d ( )d ,
u u u

u u u
g x x h x x g x x       

再由柯西准则的充分性, ( )d .
a

h x x


证得 收敛

即
2

1

( )d .
u

u
h x x 

( ) ( ) ( ),f x h x g x又因为 所以 



二.  无穷积分收敛的判别法 

:)( 收敛的充要条件是无穷积分


a
dxxf

便有只要 ,,,,0 21 GuuaG  .)(
2

1


u

u
dxxf

１  柯西准则 



２，比较原则 
，gfa 积都在任何有限区间上可和上的两个函数设定义在 ),[ 

且满足 ),[),()(  axxgxf 则

;)()( 收敛则收敛若 dxxf，dxxg
aa 


.)()( 发散则发散若 


aa
dxxg，dxxf

推论 





aa

dxxgdxxf，ci ;)()(0)( 同敛散与时当

且上可积都在任何有限区间和设 ,0)(],[ x，guagf c
xg

xf

x


 )(

)(
lim

;)()(0)( 收敛则收敛若时当 dxxf，dxxg，cii
aa 




.)()()( 发散则发散若时当 dxxf，dxxg，ciii
aa 






３，柯西判别法 

，ua，aaf 上可积且在任何有限区间定义在设 ],[)0)(,[ 

.)(lim 


xfx p

x

1
( ) , [ , ) 1 ( ) ;

p a
f x x a p f x dx

x



   则 当 且0 时 收敛＜ ＜

发散时且当 .)(1),[,
1

)( dxxfpax
x

xf
ap 




推论 
且上可积且在任何有限区间定义在设 ，ua，af ],[),[ 

( ) 1,0 ( ) ;
a

i p f x dx


   则 当0 时 收敛＜ ＜

( ) 1,0 ( ) .
a

ii p f x dx


    当 时 发散



４，狄利克雷判别法 

若 
u

a
dxxfxF )()( ，a 上有界在 ),[  上在 ),[)( axg

则时单调趋于当 ，x 0 .)()( 收敛


a
dxxgxf

５，阿贝尔判别法 

若 


a
dxxf )( 则上单调有界在收敛 ，ax，g ),[)( 

.)()( 收敛


a
dxxgxf



解： 

例2. 讨论      收敛性， 20

sin

1

x
dx

x





),0[,
1

1

1

sin
22







x
xx

x
由于

收敛且
21

1

0 2







dx
x

根据比较原则 

.绝对收敛


0 21

sin
dx

x

x



51 6

d

1

x

x




 收敛.

例3 判别 
51 6

d

1

x

x

 


 的收敛性. 

2 2
( ) d ( )d

a a
f x x g x x

 

 明:若 和 收敛,则

( ) ( )d .
a

f x g x x


 收敛

解 
6 51

dx

x



由于 收敛,因此6 565

1 1
.

1 xx



显然 

设 f (x), g(x) 是             上的非负连续函数. 证  [ , )a 例4  



2 2
2 2( ) ( ) 1 1

d ( )d ( )d
2 2 2a a a

f x g x
x f x x g x x

  
   

( ) ( ) d .
a

f x g x x


收敛,因此 收敛

推论1 设非负函数  f  和 g 在任何 [a,u] 上可积, 且 

( )
lim .

( )x

f x
c

g x


)i( 0 ( )d ( )d
a a

c f x x g x x
 

   若 ，则 与 收敛性相同;

证 

2 2
( ) ( )

( ) ( ) ,
2

f x g x
f x g x


 而由于  



(ii) 0, ( )d ( )d
a a

c g x x f x x
 

  若 则由 收敛可得 收敛;

(iii) , ( )d ( )d
a a

c g x x f x x
 

   若 则由 发散可得 发散.

证   
( )

(i) lim 0, , ,
( )x

f x
c G a x G

g x
    由 故存在 使 有

( )
,

( ) 2

f x c
c

g x
 

即  

3
( ) ( ) ( ).

2 2

c c
g x f x g x 



( )d , ( )d
2a a

c
f x x g x x

 

 若 收敛 则可得 收敛,从而

( )d ( ) d ,
a a

g x x g x x
 

 收敛.反之,若 收敛 可得

3
( )d ( )d .

2a a

c
g x x f x x

 

 收敛,从而 收敛

( )
(ii) lim 0, , ,

( )x

f x
G a x G

g x
   由 存在 使 有

( ) ( ), [ , ), ( )d
a

f x g x x G g x x


   即 因此由 收敛

( )d .
a

f x x


可推得 收敛

( )
1 ,

( )

f x

g x




( )
(iii) lim , , ,

( )x

f x
G a x G

g x
由 存在 使 有


    

( ) ( ), [ , ), ( )d
a

f x g x x G g x x


   即 因此由 发散

( ) d .
a

f x x


可推得 发散

1
(i) ( ) ( 1), ( )d

p a
f x p f x x

x



  若 则 收敛;

推论2 设  f  是定义在            上的非负函数, 在任何 [ , )a 

[ , ]a u有限区间 上可积.

( )
1,

( )

f x

g x




)i( 1, 0 , ( )d
a

p f x x


    当 时 收敛;

)ii( 1, 0 , ( )d .
a

p f x x


    当 时 发散

lim ( ) ,
p

x
x f x 


若 则限区间 [a, u] 上可积. 

推论3设 f 是定义在            上的非负函数,在任何有 [ , )a 

1
(ii) ( ) ( 1), ( )d .

p a
f x p f x x

x



  若 则 发散

说明: 推论3是推论2的极限形式，读者应不难写 

出它的证明. 



例5. 讨论下列无穷积分的收敛性， 






0 5

2

1
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1
)2(;)1( dx
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x
dxex x

解(1)： 都有由于 ,R ,0limlim
2

2 






 xx

x

x e

x
exx




根据柯西判别法 




1
dxex x

.都收敛R

解(２)： 1
1

lim
5

2

2

1





 x

x
x

x
由于

根据柯西判别法 


0 5

2

1
dx

x

x
.发散



例6 讨论 
1

ln
d

k

p

x
x

x



 的收敛性 ( k > 0 ). 

解 (i) ,1时p
1

2
ln
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p

k

p
x

x
x

x




 1

2

ln
lim 0.p

k

x

x

x



 

1
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d .

k

p

x
x

x



因此由推论3知道 收敛

)ii(
1ln

1 , lim lim ln .
k

p k

px x

x
p x x x

x



 
    时

1

ln
d .

k

p

x
x

x



因此同理知道 发散



例7 .
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2

2/3

的收敛性判别广义积分 dx
x

x






解 2

2

2
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1
lim

1
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x

xx

x

x
x

xx 


 
 ,

根据极限判别法，所给广义积分发散． 

例8 .
arctan

1
的收敛性判别广义积分 dx

x

x




解 x
x

x
x

xx
arctanlim

arctan
lim


 ,

2




根据极限判别法，所给广义积分发散． 



1

sin
d

( )

x
x

x a x




因此 绝对收敛.

收敛的无穷积分 ( )d
a

f x x


 不一定是绝对收敛的. 

( )d | ( ) | d ,
a a

f x x f x x
 

 若 收敛而 发散 则称

( )d
a

f x x


 条件收敛.

例9 
1

sin
d ( 0)

( )

x
x a

x a x






 的收敛性. 判别 

解 
sin 1

,
( )

x

x a x x x


 
而 3 21

1
dx

x



 收敛,由于 



( ) [ , )

( ) ( )
a a

f x a

f x dx f x dx
 



 

     定理　设函数 在区间 上连续，

如果 收敛；则 也收敛．

证 ).)()((
2

1
)( xfxfx 令

,)()(0)( xfxx   ，且 ,)( 收敛dxxf
a


.)( 也收敛dxx
a


  ,)()(2)( xfxxf  但

,)()(2)(  
b

a

b

a

b

a
dxxfdxxdxxf 

.)()(2)( 



aaa

dxxfdxxdxxf 即 收敛. 



( )

.

a
f x dx



定义 满足定理条件的广义积分

称为绝对收敛

必定收敛．绝对收敛的广义积分


a
dxxf )(

例10 

.)0

,(sin
0

的收敛性常数

都是判别广义积分








a

badxbxe
ax

解 .,sin
0

收敛而 


  dxeebxe
axaxax

.sin
0

收敛


 dxbxe
ax 所以所给广义积分收敛. 



复习思考题 

1. ( ) [ , ) , ( )d ,
a

f x a f x x


 设 在 非负 收敛 是否一定

1
0, , ( ) [ , ) ?M a x f x M

   存在 使 在 上有界

3
3. ( )d ( )d ?

a a
f x x f x x

 

 若 收敛,能否推得 收敛

反之呢?    

( )2. ( ) [ , ) d
a

ff x a x x


 设 在 非负, 收敛,试问此时

lim ( ) 0?
x

f x


是否必有



( )
4. ( )d lim 1,

( )a x

f x
f x x

g x




若 收敛且 是否必有

( )d ?
a

g x x


 收敛



     三、 小结 

一.  无穷积分的性质 

二.  无穷积分收敛的判别法 
１.柯西准则 

２.比较原则 

３.柯西判别法 

４.狄利克雷判别法 

５.阿贝尔判别法 



11. 3瑕积分的性质与收敛判别 

一.  瑕积分的性质 

二.  无穷积分收敛的判别方法 

三.  小结 



性质1 1 2 1 2
, ,f f x a k k设函数 与 的瑕点同为

1 1 2 2
( ( ) ( ))d ,

b

a
k f x k f x x 也收敛 且

1 2
, ( )d ( )d ,

b b

a a
f x x f x x 为任意常数 若 和 都收敛 则

1 1 2 2
( ( ) ( ))d

b

a
k f x k f x x

1 1 2 2
( )d ( )d .

b b

a a
k f x x k f x x  

性质2  , ( , ),f x a c a b 设函数 的瑕点 若 则

( )d ( )d ,
b c

a a
f x x f x x 与 同时收敛或同时发散 且

一.  瑕积分的性质 



( )d ( )d ( )d .
b c b

a a c
f x x f x x f x x   

性质3 , ( , ]f x a f a b设函数 的瑕点为 在 的任一

, ( ) , ( ) d ,
b

a
u b u a f x x 闭区间[ ] 上可积 则 收敛时

( )d , ( )d ( ) d .
b b b

a a a
f x x f x x f x x  也收敛 且



比较原则 

( , ] ,a b f g设定义在 上的两个非负函数 与 瑕点同

, [ , ] ( , ]x a u b a b 为 在任何 上都可积,且满足

( ) ( ), ( , ].f x g x x a b 

( )d , ( )d ;
b b

a a
g x x f x x 则当 收敛时 必定收敛

( )d , ( )d .
b b

a a
f x x g x x 发散时 必定发散

二.  无穷积分收敛的判别方法 



[ , ] ( )f g u b a u b 若非负函数 和 在任何

推论 

 
 

则且上可积 ,lim, c
xg

xf

ax




(i) 0 ( )d ( )d ;
b b

a a
c f x x g x x    时， 与 收敛性相同

(ii) 0 ( )d ( )d ;
b b

a a
c g x x f x x  时， 收敛可推得 收敛

(iii) ( )d ( )d .
b b

a a
c f x x g x x   时， 发散可推得 发散



[ , ] ( , ]u b a b在任何 上可积.则有

1
(i) ( ) ,0 1 , ( )d

( )

b

p a
f x p f x x

x a
  

 当 时 收敛;

1
(ii) ( ) , 1 , ( )d .

( )

b

p a
f x p f x x

x a
 

 当 时 发散

柯西判别法 

( , ] , ,f a b a设非负函数 定义在 上 为瑕点且



推论 

( , ] , ,f a b a设非负函数 定义于 为瑕点且在任

[ , ] ( , ] lim ( ) ( ) ,
p

x a

u b a b x a f x 


  何 上可积.若 则

(i) 0 1,0 ( )d
b

a
p f x x     当 时， 收敛;

(ii) 1,0 ( )d .
b

a
p f x x    当 时， 发散

~ sin ~ tan ~ arcsin ~ arctanx x x x x利用

可以判别一些非负函数瑕积分的收敛性. 

~ ln(1 ) ~ e 1 ( 0),xx x  



例1 

例2 

阿贝尔判别法 



狄利克雷判别法 



例1 
2

31 3

sin
d .

1 ln

x
x

x x
判别瑕积分 的收敛性

 1,x解 瑕点为

1 3 2 1 333

sin 1 sin
.

ln ( 1) ( 1) ln(1 1)1

x x

x x x x xx


    

由于 
2 1 3 3

sin sin1
0 ( 1),

( 1) 3

x
x

x x
  

 
而

1 3 1 3 4 3

1 1 1
~ ,

( 1) ln(1 1) ( 1) ( 1) ( 1)x x x x x


     



2 2

4 3 3 31 1

d sin
d .

( 1) 1 ln

x x
x

x x x 
 因此由 发散知 发散

例2 
1

0

ln
d .

x
x

x
判别瑕积分 的收敛性

解 0 ln 0 ( (0, 1]).x x x   是瑕点, 由于

3 / 4 1 4

0 0

ln
lim lim ln 0,
x x

x
x x x

x
  

  

1 1

00

lnln
3 d d .

x

x
xx

x

x
 因此由推论 知 收 即, 收敛敛



1

0
( ) d

1

a
x

a x
x









的收敛性.

1 1
1

0 1
( ) d d

1 1

a a
x x

a x x
x x


 



 
  

(i) ( ). 1 0, 1 ;I a a a先讨论 当 即 时它是定积分  

讨论反常积分例3 

( )a把反常积分 写成解 

( ) ( ).I a J a 



1
1

0
lim 1,

1

a
a

x

x
x

x





 


1 0.a x当 时它是瑕积分,瑕点为 由于 

11.9 0 1 1,p a   因此由定理 的推论 3,当 即

, ( )I a时 发散.

(ii) ( ),J a再讨论 它是无穷积分.由于

0 , ( ) 1 1, 0a I a p a a时 瑕积分 收敛;当 即    

1
2

lim lim 1,
1 1

a
a

x x

x x
x

x x




 
  
 



11.3 3 2 1, 1p a a   因此由定理 的推论 ,当 即

a a  0 0 < a < 1 a  1 

I (a) 发散 收敛 定积分 

J (a) 收敛 收敛 发散 

 (a) 发散 收敛 发散 

1 , ( ) , :J a  时 发散.综上所述 总结如下

1 , ( ) ; 2 1, 1J a p a a     且 时 收敛 而当 即 且

( ) 0 1 .a a  所以, 只有当 时才是收敛的



例4 .
ln

3

1
的收敛性判别广义积分  x

dx

解 的左邻域内无界．被积函数在点 1x

由洛必达法则知 

x

x
x

xx 1

1
lim

ln

1
)1(lim

0101 
 ,01 

根据可惜判别法极限形式,所给广义积分发散. 



例5 .

1
sin

3

1
的收敛性判别广义积分 dx

x

x


解 

也收敛．从而 dx
x

x


1

0

1
sin

收敛，而
０
1

,
1

1
sin

x

dx

xx

x

收敛，dx
x

x


1

0

1
sin

根据比较判别法, 



复习思考题 

1.试给出瑕积分的狄利克雷判别法和阿贝尔判别法. 

( ) [ , ) .2. f x a b b设 为 上的连续函数, 为瑕点试问当

2
( ) d , ( )d ?

b b

a a
f x x f x x 收敛时 是否收敛 反之是

?否成立



小结 

一.  瑕积分的性质 
二.  无穷积分收敛的判别法 

1.比较原则 

2.柯西判别法 

3.狄利克雷判别法 

4.阿贝尔判别法 
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