
第四章  不定积分

       一、不定积分的概念与性质

   二、换元积分法

 三、分部积分法

 四、有理函数的积分

 五、积分表的使用  

  主要内容：



§4.1 不定积分的概念与性质

主要内容主要内容主要内容

 

原函数的概念
 

 

不定积分的概念

 

基本积分表 
 

不定积分 

的性质 

 

不定积分的

基本求法 
 



（1）定义：如果对任意的 x I∈ ，都有 

( ) ( )F x f x′ = （或 ( ) ( )dF x f x dx′= ） 

则称函数 )(xF 是 ( )f x （或 ( )f x dx′ ）区间 I 上的一个原函数. 
 

1. 原函数 

一、原函数与不定积分的概念

anti-derivative
      原函数必需原函数必需

可导可导



一、原函数与不定积分的概念

例 1. 下列函数中可以作为某些函数在 ( , )−∞ +∞ 上的原函数的是（   ） 

 A： ( )F x x=                        B：
2
3( )F x x=  

 

C： ( ) sgnF x x=                       D：
2 1sin , 0

( )
0, 0

x x
F x x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

 

 

E： ( ) sinF x x=                       F：

1sin , 0
( )

0, 0

x x
F x x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

 

 



（2）原函数的性质 

定理 1：如果函数 ( )f x 在区间 I 上连续，那么在区间 I 上存在可导函数 ( )F x 使得 

 

( ) ( )F x f x′ = ， x I∈  
 

  即连续函数一定有原函数 

 

一、原函数与不定积分的概念

注记注记11：初等函数在定义区间上一定有原函数：初等函数在定义区间上一定有原函数  



（2）原函数的性质 

一、原函数与不定积分的概念

定理 2：如果 ( )F x 是的 ( )f x 原函数，则有： 

①对任意的常数C， ( )F x C+ 也是 ( )f x 的原函数； 

 

  ② ( )f x 的任意两个原函数最多只相差一个常数 

 



证明：①由于 ( )F x 是的 ( )f x 原函数

( )( ) ( ) ( ) ( )F x C F x C F x f x′ ′ ′ ′+ = + = =

对任意的常数C  

( )F x C+ 也是 ( )f x 的原函数 

一、原函数与不定积分的概念

( ) ( )F x f x′ =

 

定义

定义

证明：②由于 ( ), ( )F x G x 是 ( )f x 的两个原函数 

定义
( ) ( ), ( ) ( )F x f x G x f x′ ′= =

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0F x G x F x G x f x f x′ ′ ′− = − = − =

拉格朗日中值
 定理的推论

( ) ( )F x G x C− =  

(C是任意的常数) 

注记 2：如果 ( )F x 是的 ( )f x 原函数，则 ( )f x 的所有的原函数 

可以用 ( )F x C+ （C是任意的常数）表示. 



                      

2. 不定积分 

（1）定义：对任意的 x I∈ ，若 ( ) ( )F x f x′ = ，则 ( )f x 所有的原函数 
 

 

     一、原函数与不定积分的概念  

( )F x C+ （C是任意的常数） 

称为 ( )f x （或 ( )f x dx′ ）在区间 I 上的不定积分. 记为∫ dxxf )( ， 

即：             ( ) = ( )f x dx F x C+∫  

（求不定积分的运算，就是求导数运算的逆运算）



积

分

号

被
积
函

数 项
数
常
∀

∫ dxxf )(
积

分

变

量

CxF += )(

原

函

数

∫ -----积分号. 

    一、原函数与不定积分的概念

被
积
表
达
式

( )f x ---被积函数， 

( )f x dx --被积表达式， x--积分变量. 



                      

 

    一、原函数与不定积分的概念

例 2 设曲线通过点 (1, 2)且其上任一点出得切线斜率等于这点横坐标的两倍，求 

曲线的方程 

解：（1）设曲线 ( )y f x= ，则 ( ) 2y f x x′ ′= = ，故 ( )f x 是 2x的一个原函数 

 
 （2）因为 2x的任意原函数为 ∫ += Cxxdx 22 　所以必有某个常数C 使 

　      2( )f x x C= +  即曲线方程为 2y x C= +    

于是所求曲线方程为 2 1y x= +  

2 ( )x x =∫ d 2: 1A x + 2: 1B x − 2:C x 2:D x C+

（3）因所求曲线通过点 (1,2)故 22 1 C= + ，从而 1C = .



（2）不定积分的几何意义 

    ( )f x 的原函数 ( )y F x= 图形称为 ( )f x 的积分曲线. 不定积分 ( )f x x∫ d 的图形　  

 

 
 

2. 不定积分 

   是 ( )f x 的所有积分曲线组成的平行曲线族. 

 

 
 

一、原函数与不定积分的概念

y

xo



                      

注记 3：用定义求不定积分 ( )f x dx∫ 的步骤 
 

 

（1）:  利用 ( ) ( )F x f x′ = 找出 ( )f x 的一个原函数 ( )F x ， 
 

（2）: 将 ( )F x 加上任意的常数C 即可得到 ( ) = ( )f x dx F x C+∫  
 

二、基本积分表

（1） ( ) 0C ′ =   

（2）

1

1
x x
μ

μ

μ

+ ′⎛ ⎞
=⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

（3） ( ) 1ln x
x

′ =  

0 x C=∫ d

1

1
xx x C
μ

μ

μ

+

= +
+∫ d

lnx x C
x

= +∫
d



                      

 

二、基本积分表

（4） ( )sin cosx x′ =  

（5） ( )cos sinx x′ = −  

c o s s inx x x C= +∫ d

sin cosx x x C= − +∫ d

（6） ( ) 2tan secx x′ =  
2sec tanx x x C= +∫ d

（7） ( ) 2cot sex c x′ = −  
2se cotc x x x C= − +∫ d

（8） ( )sec sec tanx x x′ =  sec tan tanx x x x C= +∫ d

（9） ( )se se cotc x c x x′ = −  cotcsex x x csex C= − +∫ d



                      

 

二、基本积分表

（10）

( )

( )

2

2

1arcsin
1

1arccos
1

x
x

x
x

′ =
−

′ = −
−

 

2

1 arcsin
1

arccos

x x C
x

x C

= +
−

= − +

∫ d

（11）

( )

( )

2

2

1arctan
1

1arc cot
1

x
x

x
x

′ =
+

′ = −
+

  

2

1 arctan
1

arc cot

x x C
x

x C

= +
+

= − +

∫ d

（12）   ( )x xe e′ =   
x xe x e C= +∫ d

（13）   ( ) lnx xa a a′ =  ln

x
x aa x C

a
= +∫ d



性质 1 两个函数和的不定积分等于各个函数不定积分的和 

 [ ( ) ( )] ( ) ( ) .f x g x x f x x g x x+ = +∫ ∫ ∫d d d

三、不定积分的性质三、不定积分的性质

性质 2：不为零的常数因子可以提到积分号外面.  

 
( ) ( )kf x x k f x x=∫ ∫d d

分项积分分项积分
公式公式

注记 4   若 1 2, , , nk k k⋅ ⋅ ⋅ 均为非零的常数，则 

  

[ ]1 1 2 2( ) ( ) ( )n nk f x k f x k f x x± ± ±∫ d 1 1 2 2( ) ( ) ( ) .n nk f x x k f x x k f x x= ± ± ±∫ ∫ ∫d d d  



（1） ( )( ) ( )d f x dx f x
dx

=∫  

 
（2） ( )( ) ( )d f x dx f x dx=∫  

（3） ( ) ( )F x dx F x C′ = +∫  

 

（4） ( ) ( )dF x F x C= +∫  

 

先积后导，不积不导

先导后积，加上常数

性质3：求不定积分与求导数（微分）互为逆运算

三、不定积分的性质三、不定积分的性质



（1） ( )sin sind xdx x
dx

=∫  

 
（2） ( )x xd e dx e dx=∫  

（3） ( ) ( )f x dx f x C′ = +∫  

 

（4） cos cosd x x C= +∫  

 

先积后导，不积不导 先导后积，加上常数

三、不定积分的性质三、不定积分的性质



直接积分法： 
 

（1）利用定义（如基本积分公式） 

（2）利用基本积分公式和不定积分的运算性质 

 

                

四、不定积分的求法

（3）恒等变形后利用基本积分公式和不定积分的 

 

运算性质 

 



例 3：求 3

dx
x x∫  

 
 
 
分析 ：（1）将被积函数化为 xμ形式

4
3

3

1 x
x x

−
= ，  

四、不定积分的求法

（2）利用不定积分公式 11 , ( 1)
1

x x x Cμ μ μ
μ

+= + ≠ −
+∫ d 即可

解 将被积函数化为 xμ形式，利用积分基本公式可得 
 

∫∫
−

= dxx
xx

dx 3
4

3
Cx

+
+−

=
+−

1
3
4

1
3
4

Cx +−=
−

3
1

3 　

 



例 4：求 ( )3cosxe x dx−∫  

分析：（1）由不定积分的性质进行分项积分 

 ( )3 cos 3 cos 3 cosx x xe x dx e dx xdx e dx xd− = − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫

1
x xe dx e C= +∫  

2cos sinxdx x C= +∫

（2）根据基本积分公式 

可得  ( ) 1 23cos 3sin 3 3sinx x xe x dx e C x C e x C− = + − − = − +∫

四、不定积分的求法



例 4：求 ( )3cosxe x dx−∫  

解：由不定积分的性质及基本积分公式可得 

 
( )3cos 3cosx xe x dx e dx xdx− = −∫ ∫ ∫

3sinxe x C= − +    

3 cosxe dx xd= −∫ ∫

四、不定积分的求法



例 5：求
4

2 d .
1

x x
x+∫  

 
 

 
 

分析：显然我们无法直接使用定义及基本积分公式. 

 
（1）将被积函数加项减项进行分拆 

四、不定积分的求法

4 4 2 2
2

2 2 2 2

  1 1 ( 1)( 1) 1 11
1 1 1 1

x x x x x
x x x x

− + + − +
= = = − +

+ + + +

（2）利用不定积分的运算法则作分项积分  
4

2 d
1

x x
x+∫

2
2

1
1

x dx dx dx
x

= − +
+∫ ∫ ∫  

 
（3）利用不定积分 11 , ( 1)

1
x x x Cμ μ μ

μ
+= + ≠ −

+∫ d  

2

1 arctan
1

dx x C
x

= +
+∫ 即可. 



例 5：求
4

2 d .
1

x x
x+∫  

 
 

 
 

解： 将被积函数加项减项，由不定积分的性质及基本积分公式可得 

 

四、不定积分的求法

4 2 2
2

2 2 2

 ( 1)( 1) 1 1d ( 1 )
1 1 1

x x xx dx x dx
x x x

+ − +
= = − +

+ + +∫ ∫ ∫
 

2
2

1
1

x dx dx dx
x

= − +
+∫ ∫ ∫  

 
31 arctan

3
x x x C= − − +



例 6：求 2tan dx x∫ . 

分析：显然我们无法直接使用定义及基本积分公式. 

 
（1）利用三角公式将被积函数分拆为 2 2tan sec 1x x= −  

四、不定积分的求法

（2）利用不定积分的运算法则作分项积分 

2 2tan d sec d 1 dx x x x x= −∫ ∫ ∫

（3）利用不定积分 2sec tan ,x x x C k x kx C= + = +∫ ∫d d 求出 2tan dx x∫ . 



主要内容：

一、第一类换元积分法

§4.2  换元积分法

二、第二类换元积分法



      一、第一类换元积分法

（1）求 2( 1)x dx+∫    

分析显然没有积分公式可以直接使用 

 
（1）由于  12)1( 22 ++=+ xxx  

 
（2） 利用分项积分法可得 ∫∫∫∫ ++=+ dxxdxdxxdxx 2)1( 22  

 
（3） 利用 Cxdxx +=∫ 3

3
2

， Cxdxx +=∫ 22 ， Cxdx +=∫ 即可得到 

 

2( 1)x dx+∫    

 

（2）如何求 200( 1)x dx+∫ ？ 



            一、第一类换元积分法

（1） ( )f u 有原函数 ( )F u ，即 ( ) ( )f u du F u C= +∫  

 

（2） ( )u xϕ= 可导  

 

定理 1：设 

则       ( )
[ ( )] ( ) [ ( ) ] [ ( )]

u x
f x x dx f u du F x C

ϕ
ϕ ϕ ϕ

=
′ = = +∫ ∫  

我们把由
( )

[ ( ) ]
u x

f u du
ϕ=∫ 求 [ ( )] ( )f x x dxϕ ϕ′∫ 的方法称 

为第一换元积分法也叫做凑微法 

即      ( )[ ( )] ( ) [ ( )] ( ) ( ) u xf x x dx f x d x f u du ϕϕ ϕ ϕ ϕ =
⎡ ⎤′ = = ⎣ ⎦∫ ∫ ∫  



            一、第一类换元积分法

( )u xϕ= 可导  证明：由于 ( )F u 是 ( )f u 的原函数

)()( ufuF =′

)())(()()()()()())(( xxfxufxuF
dx
du

du
udFxF

dx
d ϕϕϕϕϕ ′=′=′′=×=

由复合函数的求导法则 

))(( xF ϕ 是 )())(( xxf ϕϕ ′ 的一个原函数

[ ] )()( xuduuf ϕ=∫=CxFdxxxf +=′∫ ))(()())(( ϕϕϕ



     

            一、第一类换元积分法

凑微法的实质 

根据基本初等函数的微分公式把被积函数 [ ]( ) ( )f x xϕ ϕ′ 中的一部分 

 

( )xϕ′  “吸收”到积分变量之中，形成新的积分变量 ( )u xϕ=  

 

从而使原被积式简单化（变为 ( )f u du ） 

 

      ( )[ ( )] ( ) [ ( )] ( ) ( ) u xf x x dx f x d x f u du ϕϕ ϕ ϕ ϕ =
⎡ ⎤′ = = ⎣ ⎦∫ ∫ ∫  



常用的凑微公式 

（3）  cos x d x =d (sin x)  

（1）μ x μ−1d x = d (x μ)   （ 0μ ≠ ）

 (5) sec 2x d x =d (tan x)
（4）sin x d x = -d (sin x) 

(6) csc 2x d x =− d (cot x)

12 lndx d x
x

=（ ）



(7) sec x tan x d x = d (sec x) 
(8) csc x cot x d x=  −d (csc x) 
(9)  ( ) ( )

2

1 arcsin arccos
1

dx d x d x
x

= = −
−

(10)  ( ) ( )2

1 arctan arccot
1

dx d x d x
x

= = −
+

    

(11) a x ln a d x= d (a x ) ( 0, 1a a> ≠ )
(12)  e x d x =  d (e x) 

常用的凑微公式 



     

            一、第一类换元积分法

注记 1：对于不定积分 ( )g x dx∫ ，如果 

（1）被积函数 ( )g x 可以化为 [ ]( ) ( )f x xϕ ϕ′ 形式 

（2）不定积分 [ ]( ) ( )f x x dxϕ ϕ′∫ 不易用直接积分法求出. 

（3）不定积分 ( )f u du∫ 容易用直接积分法求出. 

我们可以利用第一换元积分法求不定积分 ( )g x dx∫  



     

            一、第一类换元积分法

注记 2：利用第一换元积分法求不定积分 ( )g x dx∫ 的步骤 

第一步：将 ( )g x 化为 [ ]( ) ( )f x xϕ ϕ′ 形式，找出 ( )g x dx∫ 与 [ ]( ) ( )f x x dxϕ ϕ′∫ 的关系 

第二步：令 ( )u xϕ= ，利用第一换元积分法得到 [ ] ( )( ) ( ) ( ) u xf x x dx f u du ϕϕ ϕ =
⎡ ⎤′ = ⎣ ⎦∫ ∫  

第三步：求出 ( )f u du∫  

第四步：将 ( )u xϕ= 代入 ( )f u du∫ 中即可 关键关键



     

注记 4：凑微常用的方法 

            一、第一类换元积分法

直接凑微法： 

（1）利用被积函数与基本积分公式的相似直接凑微分 

 

 （2）利用被积函数的因式直接凑微分 

 

变形凑微法： 

代数代换、三角代换



     

例 1：求（1） 200( 1)x dx+∫    （2）
1

3 2
dx

x+∫       （3） cos2xdx∫  

 

★ 利用被积函数与基本积分公式的相似直接凑微分 

 

 

与 nx dx∫ 形式相似 

令 

1u x= +  

200 200( 1)x dx u du+ =∫ ∫

201
200

201
uu du C= +∫

201
200 ( 1)( 1)

201
xx dx C+

+ = +∫

与
1 dx
x∫ 形式相似 

令 

3 2u x= +

1 1 1
3 2 2

dx du
x u

=
+∫ ∫

1 lndu u C
u

= +∫

1 1ln3 2
3 2 2

dx x C
x

= + +
+∫

与 cos xdx∫ 形式相似

令 

2u x=

1cos 2 cos
2

xdx udu=∫ ∫

1cos2 sin2
2

xdx x C= +∫

cos sinudu u C= +∫



     

            一、第一类换元积分法

（2）令 3 2u x= + ，则 2du dx= .由由第一换元积分法及积分公式可得  

1 1 1 1 1ln ln 3 2
3 2 2 2 2

dx du u C x C
x u

= = + = + +
+∫ ∫  

 

例 1：求（1） 200( 1)x dx+∫    （2）
1

3 2
dx

x+∫       （3） cos 2xdx∫  

解：（1）令 1u x= + ，则 du dx= .由第一换元积分法及积分公式可得  

 

 
201 201

200 200 ( 1)( 1)
201 201
u xx dx u du C C+

+ = = + = +∫ ∫

（3）令 2u x= ，则 2du dx= .由由第一换元积分法及积分公式可得  

1 1 1cos 2 cos sin sin 2
2 2 2

xdx udu u C x C= = + = +∫ ∫



     

问题 1：若 ( ) ( )f x dx F x C= +∫ 是基本积分公式， 

如何求 ( ) ( 0)f ax b dx a+ ≠∫ ？ 

分析：（1）比较 ( )f ax b dx+∫  与 ( )f x dx∫  

令u ax b= +  

发现

( )f ax b dx+∫ 与与 ( )f x dx∫ 形式相似 

只要将 ( )f ax b dx+∫ 化为 ( ) ( )f ax b d ax b+ +∫ 二者的形式就相同 

由第一换元积分法 

1( ) ( )f ax b dx f u du
a

+ =∫ ∫   ( ) ( )f x dx F x C= +∫

1 1( ) ( ) ( )f ax b dx F u C F ax b C
a a

+ = + = + +∫   

利用 ( )1dx d ax b
a

= + 凑微 利用 ( )1dx d ax b
a

= + 凑微 



            一、第一类换元积分法

 

结论 1：对 ( )f ax b dx+∫   ( 0α ≠ ），令u ax b= + 凑微可得 

            
1( ) ( )f ax b dx f u du
a

+ =∫ ∫  

 
利用基本积分公式求 ( ) ( 0)f ax b dx a+ ≠∫ 的思路 

（1）找出基本积分公式中与 ( )f ax b dx+∫ 相似的公式 ( )f x dx∫  

 
（2）令u ax b= + ，利用

1 ( )dx d ax b
a

= + 凑微找出 ( )f ax b dx+∫ 与 ( )f u du∫ 的关系式 

 1( )f ax b dx
a

+ =∫  ( )f u du∫  

 （3）利用基本积分公式 ( ) ( )f u du F u C= +∫ 得到 

 

1( )f ax b dx
a

+ =∫  ( )F u C+  

 
（4）将u ax b= + 代入可得 ( )f ax b dx+∫  

 



                      

 

 

 

 

例 3：求（1）
2

2 xxe dx∫         （2）
sin t dt

t∫                    （3） 2
2

1 1sec dx
x x∫  

 

在被积表达
2

2 xxe dx  中出

现了2x   

 

2

2 x uxe dx e du=∫ ∫

2 2 22 ( )x xxe dx e d x=∫ ∫ .  

令
2u x=

利用 ( )2 2d x xdx=  

把 2x“吸到”dx中 
 

在被积表达式
1
2 sint tdt

−
 

中出现了
1
2t

−
 

1
2 sin 2 sint tdt udu

−
=∫ ∫

1
2 sin 2 sin ( )t tdt td t

−
=∫ ∫  

 
令u t=

利用 ( )
1 11
2 21 1

2 2
d t t dt t dt

− −
= =  

把
1
2t

−
“吸到”dt中 

在被积表达式 2
2

1 1sec dx
x x

 

中出现了 2

1
x

 

利用 2

1 1d dx
x x

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

把 2

1
x “吸到”dx中 

2 2
2

1 1 1 1sec sec ( )dx d
x x x x

= −∫ ∫  

 
令

1u
x

=

2 2
2

1 1sec secdx udu
x x

= −∫ ∫

★ 利用被积函数的因式直接凑微分 

 

 



                      

 

 

 

 

例 3：求（1）
2

2 xxe dx∫  （2）
sin t dt

t∫      （3） 2
2

1 1sec dx
x x∫  

 

   

 

 

解：（1）令 2u x= ，则 2du xdx=  从而
2

2 xxe dx =∫ u ue du e C= +∫  
2xe C= +  

 
 

            一、第一类换元积分法

 
 

      （2）令 ,u x= 则
sin 2 sin 2cos 2cost dt udu u C x C

t
= = − + = − +∫ ∫  

（3） 令
1u x−= ，则

2du x dx−= − ，从而 

    
 

2 2
2

1 1 1sec sec tan tandx udu u C C
x x x

= − = − + = − +∫ ∫  

    
 



     

问题 2：若 ( ) ( )f x dx F x C= +∫  

如何求
1 ( )x f x dxα α−∫   ( 0, 1α ≠ − ）？

分析：（1）比较
1 ( )x f x dxα α−∫  与 ( )f x dx∫  

令u xα=  

发现

发现被积函数的因式 ( )f xα 与 ( )f x 有关系 

将 1 ( )x f x dxα α−∫ 化为 ( )f x dxα α∫  

由第一换元积分法 

1 1( ) ( )x f x dx f u duα α

α
− =∫ ∫   ( ) ( )f x dx F x C= +∫

1 1 1( ) ( ) ( )x f x dx F u C F x Cα α α

α α
− = + = +∫   

利用 ( )11d x d x α

α
−= 凑微 



            一、第一类换元积分法

 

结论 2：对 1 ( )x f x dxα α−∫   ( 0α ≠ ），令u xα= 凑微可得 

            
1 1( ) ( )x f x dx f u duα α

α
− =∫ ∫  

 

特别地 ：（1）对 1 ( ) ( )n nx f x dx n N− +∈∫ ，令 ,nu x= 则 
1 1( ) ( )n nx f x dx f u du

n
− =∫ ∫ .  

              （2） 对 
1
2 ( )x f x dx

−

∫ ，令 ,u x= 则 
1
2 ( ) 2 ( )x f x dx f u du

−
=∫ ∫ .  

              （3） 对 
2 1( )x f x dx− −∫ ，令 1,u x−= 则 

2 1( ) ( )x f x dx f u du− − = −∫ ∫ .  



                      

 

 

分析：在被积表达
1 1

ln
dx

x x
⋅ 中出现了

1
x
 

 
1 1
ln

dx du
x x u

=∫ ∫ 1 1 1 (ln )
ln ln

d x d x
x x x

⋅ =∫ ∫
令 lnu x=  

利用 dx
x

xd 1ln = 把
1
x
吸到 dx中凑微得 

★ 利用被积函数的因式直接凑微分 

例 4：求
1
ln

dx
x x∫  

解：令 lnu x= 即可，则
1du
x

=  从而

1 1 ln ln
ln

dx du x C
x x u

= = +∫ ∫



            一、第一类换元积分法

 

        利用 ( )1
ln

x xa dx d a
a

= 凑微可得 
1( ) ( )

ln
x x x xf a a dx f a da

a
=∫ ∫   

结论 4：对 ( )x xf a a dx∫ ，令
xu a= ，则    

1( ) ( )
ln

x xf a a dx f u du
a

=∫ ∫   

特别地：对 ( )x xf e e dx∫ ，令
xu e= ，则   ( ) ( )x xf e e dx f u du=∫ ∫   

              

      结论 3：对 
1 (ln )f x dx
x∫ 令 lnu x= 可得

1 (ln ) ( )f x dx f u du
x

=∫ ∫ .  

  课堂训练----   求（1） 
ln x dx

x∫      （2） 
1 ln x dx

x
+

∫         （3） 
ln1 xe dx

x∫       



例 5 求 21

x

x

e dx
e+∫  

分析：（1）显然 21

x

x

e
e

=
+ ( )2

1

1
x

x
e

e
⋅

+
  

 （2）利用 ( )x xe dx d e= 可将 xe 吸到 dx中 

            一、第一类换元积分法

( )22

1
1 1

x
x

x x

e dx de
e e

=
+ +

∫ ∫   

（3）因此令 xu e= 可得 2 2

1
1 1

x

x

e dx du
e u

=
+ +∫ ∫  

解：令 xu e= ，则 ( )x xe dx d e= 从而 

 

 ( )2 2

1
11

x

x

e dx du
ue

=
++

∫ ∫ tan tan xarc u C arc e C= + = +  
 



 

 例 6：求 4

sin cos
1 sin

x x dx
x+∫  

分析：（1） 4 4

sin cos sin cos
1 sin 1 sin

x x x x
x x

= ⋅
+ +

  

   （2）利用 ( )cos sinxdx d x= 可以把 cos x吸到 dx中凑微得到  

 .                
4 4

sin cos sin sin
1 sin 1 sin

x x xdx d x
x x

=
+ +∫ ∫ .  

（3）令 sinu x= 即可，可得 
 

( )
2 2

24 4 2

sin cos 1 1 1 arctan
1 sin 1 2 21

x x udx du du u C
x u u

= = = +
+ + +

∫ ∫ ∫

 
 ( )21 arctan sin

2
x C= +   

            一、第一类换元积分法



 

结论 5：对 (sin )cos df x x x∫ ，令 sinu x=   则 

                             

(sin )cos d ( )f x x x f u du=∫ ∫
 

结论6：对 (cos )sin df x x x∫ ，令 cosu x= 则.                      (cos )sin d ( )f x x x f u du= −∫ ∫ . 

    例7：求 tan xdx∫  

 

          

     解：令 cosu x= 则 sindu xdx= − ，所以 

sin 1tan ln
cos

xxdx dx du u C
x u

= = − = − +∫ ∫ ∫   

 
ln cos x C= − +   

 

            一、第一类换元积分法



            一、第一类换元积分法

结论 7：对 2(tan )sec df x x x∫ ，令 tanu x= 则  

                           
2(tan )sec d ( )f x x x f u du=∫ ∫

例 8：求 10 2tan secx xdx∫  

 分析：（1）显然 10 2tan secx xdx中出现了 2sec x .  
 

           （2） 利用 
2tan secd x xdx=   将因式

2sec x 吸到 dx中凑微得 

10 2 10tan sec tan tanx xdx xd x=∫ ∫   

 （3）因此令 tanu x= ，可得  
 

10 2 10tan secx xdx u du=∫ ∫   

 
  解：令 tanu x= 则 

2secdu xdx= ，所以 

10 2 10 111tan sec
11

x xdx u du u C= = +∫ ∫   

 

111 tan
11

x C= +   

 



            一、第一类换元积分法

结论 8：对 (sec )sec tan df x x x x∫ ，令 secu x= 则 (sec )sec tan d ( )f x x x x f u du=∫ ∫ . 

例 9：求 3tan secx xdx∫  

 分析：（1）显然 ( )3 2 2tan sec tan tan sec (sec 1)(tan sec )x x x x x x x x= = −   

 
           中出现了 tan secx x .   

（2）利用 sec tan secd x x xdx= ，将因式 tan secx x吸到 dx 中凑微得 

3 2tan sec (sec 1) secx xdx x d x= −∫ ∫   

 
（3）因此令 secu x= ，可得 3 2 2tan sec (sec 1) sec ( 1)x xdx x d x u du= − = −∫ ∫ ∫  

 



            一、第一类换元积分法

 

  

结论 9：对
2

1 (arcsin )
1

f x dx
x−

∫ ，令 arcsinu x= .则 

             

★ 利用被积函数因式直接凑微分

2

1 (arcsin ) ( )
1

f x dx f u du
x

=
−

∫ ∫ .  

结论 10：对 2

1 ( tan )
1

f arc x dx
x+∫ ，令 tanu arc x= 则  

              2

1 ( tan ) ( )
1

f arc x dx f u du
x

=
+∫ ∫ .  



◆变形凑微 

常用的恒等变形法 

（1）三角公式法 

            一、第一类换元积分法

（2）代数法 

恒等变形恒等变形

降降      幂幂

积化和差积化和差



 （1） 2 21 tan secx x+ = ；       （2） 2 2sin cos 1x x+ =       

 

   
 

  （5）
sin costan ,cot
cos sin

x xx x
x x

= =           （6） 2

2 tantan 2
1 tan

xx
x

=
−

 

（3）sin 2 2sin cosx x x=                         （4） 2 2 2 2cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1x x x x x= − = − = −  

 

（7）
2

2 tan
2sin

1 tan
2

x

x x=
+

                        （8）   

2

2

1 tan
2cos

1 tan
2

x

x x

−
=

+
        

三角公式 



（9） sin( ) sin cos cos sinα β α β α β+ = +        

（11）  cos( ) cos cos sin sinα β α β α β+ = −      

（10） sin( ) sin cos cos sinα β α β α β− = −  

        （12） cos( ) cos cos sin sinα β α β α β− = +  

三角公式 

（13）  [ ]1sin cos sin( ) sin( )
2

α β α β α β= + + −      

  （14） [ ]1cos sin sin( ) sin( )
2

α β α β α β= + − −  

（15） [ ]1cos cos cos( ) cos( )
2

α β α β α β= + + −   

（16） [ ]1sin sin sin( ) sin( )
2

α β α β α β= − − +  



例 10：求（1） 2cos 3xdx∫ （2） sin 3 cos 4x xdx∫  

 

 

解：（1） 2 1cos 3 (1 cos 6 )
2

xdx x dx= +∫ ∫  

sin 6
2 12
x x C= + +  

 

( )1 1 11 cos 6 1 cos 6 6
2 2 6

dx xdx dx xd x⎡ ⎤⎡ ⎤= + = +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫

  降幂  2cos 2 2 cos 1x x= −

解（2） [ ] [ ]1 1sin 3 cos 4 sin(3 4 ) sin(3 4 ) sin 7 sin
2 2

x xdx x x x x dx x x dx= + + − = −∫ ∫ ∫  

 1 1 1sin 7 sin cos sin 7 7
2 2 14

xdx xdx x xd x⎡ ⎤= − = +⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

 1 1cos cos 7
2 14

x x C= − +  

例 10：求（1） 2cos 3xdx∫ （2） sin 3 cos 4x xdx∫  

 

 

积化和差：

[ ]1sin cos sin( ) sin( )
2

α β α β α β= + + −



分析：（1）显然对照基本积分表，我们发现 2 2

x
a x+∫

d
与 2

1
1

dx
x+∫ 相似 

            

            一、第一类换元积分法

      （2）由于      22 2 2

1 1 1

1
a x a x

a

= ×
+ ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 
（3）令

xu
a

= ，则
1du dx
a

= 从而 2 2 2

1
1

x
a x a u

=
+ +∫ ∫

d du
 

 
（4）根据基本积分公式可得

1
a 2

1 arctan
1

u C
u a

= +
+∫
du

 

（5）将
xu
a

= 代入上式，可得 2 2

1 arctan .x x C
a x a a

= +
+∫

d
 

 

例 11：证明 2 2

1 arctan .( 0)x x C a
a x a a

= + >
+∫

d

 

 
 

 恒等

 变形  



二、第二类换元积分法 

 

定理 2 (第二换元法)（1） 设函数 ( )f x 连续 
 

（3） [ ( )] ( )d ( ) ,f t t t F t Cϕ ϕ′ = +∫  

（2）函数 ( )x tϕ=  单调可微且 ( ) 0tϕ′ ≠  

则                  

        1( ) [ ( )] ( ) ( ) [ ( )]f x dx f t t dt F t C F x Cϕ ϕ ϕ −′= = + = +∫ ∫   
 

注记1： 第二换元法使用的前提 
 

       （1） ( )f x dx∫ 不容易求出  

       （2） [ ( )] ( )f t t dtϕ ϕ′∫  容易求出. 



注   记 
 

注记2：用第二换元法求不定积分 ( )f x dx∫ 的步骤 
 

第二步：把 ( )f x dx∫ 转换为 [ ( )] ( )df t t tϕ ϕ′∫ 即 ( )f x dx =∫ [ ( )] ( )df t t tϕ ϕ′∫  

第一步：观察被积函数作适当的换元 ( )x tϕ=  （单调可微且 ( ) 0tϕ′ ≠ ） 

 第三步：求     [ ( )] ( ) ( )f t t dt F t Cϕ ϕ′ = +∫   

第四步  将 ( )x tϕ= 的反函数 1( )t xϕ −=  代入 上式中 即可得到       

                1( ) [ ( )]f x dx F x Cϕ −= +∫   



三角代换

（1） 2 2 ,a x−含 时 作三角代换 sinx a t= 或 cosx a t=  

 

（3） 2 2 ,x a−含 时 作三角代换 secx a t= 或 cscx a t=  

 

（2） 2 2 ,a x+含 时 作三角代换 tanx a t= 或 cotx a t=  
 

第二类换元积分法常用的代换



  例 12. 求 dxxa∫ − 22 ( 0a > ).  

 
分析：（1）观察被积函数连想到 2 21 sin cosx x− = 我们 sinx a t=令 　   
 

   （2）  2 2 da x x−∫ 2 2cos da t t= ∫
2

(1 cos 2 )d
2
a t t= +∫  

 

为了保证该函数有反函数，取
2 2

t− < <
π π

，此时 arcsin xt
a

=  

 

（3）    
2

(1 cos 2 )d
2
a t t+∫

2 1 sin 2
2 2
a t t C⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
   ( )

2

sin cos .
2
a t t t C= + +  

 
 （4）由于 arcsin xt

a
= ，所以

2 2

sin ,cos ,x a xt t
a a

−
= = 从而 

2 2 da x x−∫  
2 2 2

arcsin
2
a x x a x C

a a a

⎛ ⎞−
= + ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 2arcsin .

2 2
a x x a x C

a
= + − +  

 



  例 12. 求 dxxa∫ − 22 ( 0a > ).  

 
解：（1） sin ,

2 2
x a t t⎛ ⎞= − < <⎜ ⎟

⎝ ⎠
令 　　

π π
显然该函数可导且存在反函数 arcsin xt

a
=  

 

所以             2 2 da x x−∫ 2 2cos da t t= ∫
2

(1 cos 2 )d
2
a t t= +∫  

 

（2） 2 2 21 sin cos ,a x a t a t− = − =  cosdx a tdt= ， 
 

（3）            
2

(1 cos 2 )d
2
a t t+∫

2 1 sin 2
2 2
a t t C⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
   ( )

2

sin cos .
2
a t t t C= + +  

 
 
（4）由于 arcsin xt

a
= ，所以

2 2

sin , cos ,x a xt t
a a

−
= =  

2 2 da x x−∫  
2 2 2

arcsin
2
a x x a x C

a a a

⎛ ⎞−
= + ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 2arcsin .

2 2
a x x a x C

a
= + − +  

 



2 2 da x x−∫  
2

2 2arcsin .
2 2
a x x a x C

a
= + − +  

 

2 2

2 2

d ( 0) ln( )x a x x a C
x a

> = + + +
+

∫

 
2 2

2 2

d ( 0) ln( )x a x x a C
x a

> = + − +
−

∫



主要内容主要内容主要内容

§§4.3  4.3  分部积分法

分步积分
法公式

分步积分分步积分
法公式法公式

分步积分
法公式应用
分步积分分步积分
法公式应用法公式应用

注 记注注  记记



§§4.3  4.3  分部积分法

问题：设 )(),( xvvxuu == 都有连续的导数，如何求 ( ) ( )u x v x dx′∫ ？ 

 ( )uv u v uv′ ′ ′= +  

 ( )u v uv uv′′ ′= −  

            ( )uv dx uv dx vu dx′ ′ ′= −∫ ∫ ∫  
 

            ( )uv dx uv C′ = +∫  
 

             

∫ ∫ ′−=′ dxuvuvdxvu  



§§4.3  4.3  分部积分法

定理：设 )(),( xvvxuu == 都有连续的导数，则 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx′ ′= −∫ ∫

简记为              ∫ ∫ ′−=′ dxuvuvdxvu  
 

或                ∫ ∫−= vduuvudv  

注记 1：使用公式 ∫ ∫−= vduuvudv 的前提： 
 
（1） udv∫ 不易求出 
 
（2） vdu∫ 容易求出 

该公式可连

续运用多次. 



     

注记 2    应用分部积分法求不定积分的步骤 

第二步：由定理可得 ( )f x dx uv vdu= −∫ ∫  

 
 第三步：求 vdu∫ 后代入即可 

 

第一步：观察被积函数 ( )f x 选择 ,u v 使得 ( )f x dx uv dx udv′= =∫ ∫ ∫   

注记 3：选择 ,u v 的原则： 

（1） 选dv使其原函数 v 易求. 

（2） 转化后的 ∫ vdu要比原来 

的 ∫udv 更简单易求. 

§§4.3  4.3  分部积分法

注记 3：（1）求 cosnx xdx∫ 时，通常取 , cosnu x v x′= =  

 
 

 
 

（2）求 sinnx xdx∫ 时，通常取 , sinnu x v x′= =  

            

 
（3）求 n xx e dx∫ 不定积分时通常取 ,n xu x v e′= =  



例 1：求 dxxx∫ cos  
 

（2）因此取 , cosu x v x′= = ，则 1, sin ,u v x′ = =  

 

分析;(1) 显然 dxxx∫ cos 是 cosnx xdx∫  形式   

（3） sin cosvdu xdx x C= = − +∫ ∫ 容易求出 

 
解：设 , cos ,u x v x′= = 则 1, sin ,u v x′ = = 于是 

 

  ∫ xdxx cos ∫−= xdxxx sinsin = Cxxx ++ cossin  

 

 

§§4.3  4.3  分部积分法



例 2：求 xxe dx∫  

解：（1）令 , xu x v e′= = ，则 1, xu v e′ = =   

 

 
          

x xxe e C= − +  

§§4.3  4.3  分部积分法

所以              
x x xxe dx xe e dx= −∫ ∫  

分析;(1) 显然
xxe dx∫ 是 

n xx e dx∫  形式   

（2）设 , xu x v e′= = ，则 1, xu v e′ = = 则 
x x xxe dx xe e dx= −∫ ∫  

（3）
x xe dx e C= +∫  



例 3.求 lnx xdx∫  

（2）因此取 ln , ,u x v x′= = ，则 21 1, ,
2

u v x
x

′ = =  

分析：(1)显然 lnx xdx∫ 是 lnnx xdx∫ 形式        

（3）
2 1vdu x dx xdx

x
= × =∫ ∫ ∫ 容易求出 

 解：取 ln ,u x v x′= = ，则
21 1, ,

2
u v x

x
′ = =  

 

 

 

 

 

从而 

    lnx xdx∫ = 2 2 2 21 1 1 1 1ln ln
2 2 2 4

x x x dx x x x C
x

− × = − +∫  

 

§§4.3  4.3  分部积分法

注记 4：求 lnnx xdx∫ 时通常取 ln , nu x v x′= =  



注记 5：（1）求 arctannx xdx∫ 时，通常取 arctan , nu x v x′= =  
 
 

（2）求 arcsinnx xdx∫ 时，通常取 arcsin , nu x v x′= =  
 
 

§§4.3  4.3  分部积分法

例 4. 求 ∫ xdxx arctan  

解： 取 arctan ,u x v x′= = 则
2

2

1 1,
1 2

u v x
x

′ = =
+

.由分步积分法可得 

∫∫ = 2arctan
2
1arctan xdxxdxx ∫ +

⋅−= dx
x

xxx 2
22

1
1

2
1arctan

2
1

 

 

 

 

              ∫ +
−−= dx

x
xx )

1
11(

2
1arctan

2
1

2
2 Cxxxx ++−= arctan

2
1

2
1arctan

2
1 2 . 

 



例 5.  求 ∫ xdxe x sin  

 
 

    sin cos cosx x xe x e x e d x= − + ∫  

 

解：  dxxe x∫ sin = xdex∫ sin   = dxxexe xx ∫− cossin =
xx dexxe ∫− cossin  

 

    sin cos sinx x xe x e x e xdx= − − ∫  

 
将 sinxe dx∫ 移项右边合并可得 

 

 

 
 

 

             dxxe x∫ sin Cxxe x +−= )cos(sin
2
1

 

注记 6：求 sinmx ne xdx∫ cosmx ne xdx∫ 时不能直接求得，但可间接求得 
 
 

§§4.3  4.3  分部积分法



例 6.  求 ∫= xdxI n
n cos  

 
 

1 2 2sin cos ( 1) sin cosn nx x n x xdx− −= + − ∫

解  ∫= xdxI n
n cos ∫ −= )(sincos 1 xxdn  

 

∫−−∫−+= −− xdxnxdxnxx nnn cos)1(cos)1(cossin 21

nn
n InInxx )1()1(cossin 2

1 −−−+= −
−  

 

 

 

 

§§4.3  4.3  分部积分法

（2） sinn
nI xdx= ∫ 的递推公式: 1

2
1 1cos sinn

n n
nI x x I

n n
−

−

−
= +  

 

（1） ∫= xdxI n
n cos 的递推公式: 2

1 1cossin1
−

− −
+= n

n
n I

n
nxx

n
I  

 



在计算某些积分时,要同时使用换元法与分部积分法才能完成计算. 

例 7： ∫ dxe x3

;  

 

  ∫∫ −=−= tttt tdeetdtteet 6363 22
 

 

  解 ∫∫∫ =
= ttx detdtettxdxe 22

3

33
3 令

 
 

   ∫+−= dteteet ttt 663 2
 

 Ceteet ttt ++−= 663 2  

 

 

 

( ) 33 2 33 6 6 xx x e C= − + +  

 

§§4.3  4.3  分部积分法



选取u 的一般顺序 

 

 

小  结 
 

反： 反三角函数 

对： 对数函数 

幂： 幂函数 

指： 指数函数 

三：三角函数 



主主

要要

内内

容容

 

有理函数的 

 

不定积分 
 

 

无理函数的 

  

不定积分 
 

§4.4 有理函数及无理函数的不定积分

 

配方法 

 

分解法 
 

 

公式法 
 

 

根式法 

倒数法 
 



 

一 有理函数函数的不定积分

1.有理函数：多项式的比值——有理函数. 

 

)(
)(

xQ
xP

=

1
0 1 1

1
0 1 1

n n
n n

m m
m m

a x a x a x a
b x b x b x b

−
−

−
−

+ + ⋅ ⋅ ⋅ + +
+ + ⋅ ⋅ ⋅ + +

 

（1） )(xP 的次数大于 )(xQ 的次数，
)(
)(

xQ
xP
 称为有理假分式 

（2） )(xP 的次数小于 )(xQ 的次数，
)(
)(

xQ
xP
 称为有理真分式 

当
)(
)(

xQ
xP
是假分式时，一定有多项式 )(xT 、 )(xF ， ))(())(( xQxF ∂<∂ 使得 

                 
)(
)(

xQ
xP

 = 
)(
)()(

xQ
xFxT +  

 



 
2.求有理函数不定积分常用的方法---配方法 

 
 例 1：求 2

d
2 2
x

x x+ +∫  
 

解： 2

d
2 2
x

x x+ +∫ 2 2

d d( 1)
1 ( 1) 1 ( 1)

x x
x x

+
= =

+ + + +∫ ∫  

 

                arctan( 1) .x C= + +  

（1）求 2

d
2 2
x

x x− +∫       （2） 2

d
4 5
x

x x+ +∫      （3） 2

d
4 5
x

x x− +∫  
 

一 有理函数函数的不定积分



 

例 2：求 2

1
1
dx

x −∫  

 
 解： 2

1 1 1 1 1
1 ( 1)( +1) 2 1 1
dx dx dx

x x x x x
⎛ ⎞= = −⎜ ⎟− − − +⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

   

( )
( )

( )
( )1 1 1 1 1 11 1

2 1 2 11 1
dx dx d x d x

x xx x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − = − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− −+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫

1 ln 1 ln 1
2

x x C= ⎡ − − + ⎤ +⎣ ⎦  

 
1 1ln
2 1

x C
x
−

= +
+

 

 

2.求有理函数不定积分常用的方法---分解法 

一 有理函数函数的不定积分



 

( ) ln ( )
( )

f x d x f x C
f x
′

= +∫  

 

例 3：求 2 2 3
x dx

x x+ +∫  

2.求有理函数不定积分常用的方法---公式法 

解：
( )2

2 2 2

2 31 2
2 3 2 2 3 2 3

x xx dx dx
x x x x x x

⎡ ⎤′+ +⎢ ⎥= −⎢ ⎥+ + + + + +
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫  

   ( )2

2 2

2 21 1 ( 1)
2 2 2 ( 1) 1

d x x
d x

x x x
+ +

= − +
+ + + +∫ ∫

( ) ( )21 ln 2 2 arctan 1
2

x x x C= + + − + +



                        二、 三角函数有理式积分 

     

若 ( )R x 为有理函数，则称 (sin ,cos )R x x 为三角函数有理式. 

         把 ∫ dxxxR )cos,(sin 称为三角函数有理式的不定积分 

借助于万能变换:  令
2

tan xt = , 则 

 

三角函数有理式： 

2

2sin
1

tx
t

=
+

 

2

2

1cos
1

tx
t

−
=

+
 



三、简单根式的积分

     

解决这个问题的基本思路是利用变量置换使其“有理化” 

例 3   求
2

2

tan 1
1

x x dx
x
+

+
∫  

 

解： 令 21 ,t x= + 则
2 2

2
2 1 1

x xdt dx dx
x x

= =
+ +

 

 

从而          
2

2

tan 1 tan
1

x x dx tdt
x
+

=
+

∫ ∫  

 
     ln cos t C= − +  

 
     2ln cos 1 x C= − + +  

 



1 1 1 2
11 1

x udx udu
ux

+ − −
⋅

++ +∫ ∫

例 4 求 
1 1
1 1

x dx
x
+ −
+ +∫   

 

     

  212( 2 2ln | 1|)
2

u u u C= − + + +  

解：令 1u x= + ，则 

( 1) 4 1 4 ln( 1 1)x x x C= + − + + + + +

22 ( 2 )
1

u du
u

= − +
+∫

三、简单根式的积分



例 5 求
2 2

1
1

dx
x x+

∫  

从而          
2 2 2

2

1 1
11 11

tdx dt dt
x x t

t

= − = −
+ ++

∫ ∫ ∫ 2

2

1 1
2 1

dt
t

= − =
+

∫ 2

2

1 1 (1 )
2 1

d t
t

− +
+

∫  

 

解：令
1t
x

= 则 2

1dt dx
x

= −  

 

2

2

1 1
2 1

dt
t

= − =
+

∫ 2

2

1 1 (1 )
2 1

d t
t

− +
+

∫  

( ) ( )
1 12 2 1 2

2 2
11 1112 1

2

t xC t C
x

− +
+ +

= − × + = − + + = −
− +

 

 

三、简单根式的积分
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