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第十七章  多元函数微分学 

§1   可微性与偏导数 

§2   复合函数微分法 

§3  方向导数与梯度  

§4  泰勒公式与极值问题   
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§1   可微性与偏导数   

四、可微性的几何意义及应用  

返回 

一、可微性与全微分 

二、偏导数 

三、可微性条件 
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( , ) ( , )f x x y f x y  xyxfx  ),(

( , ) ( , )f x y y f x y  yyxf y  ),(

    二元函数 

对x和对 y的偏微分 

    二元函数 

对 x 和对 y 的偏增量 

由一元函数微分学中增量与微分的关系得 

一、可微性与全微分 
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定义 1 设函数 0( , ) ( )z f x y U P 在某邻域 内有定  

0 0 0
( , ) ( , ) ( ),P x y x x y y U P    义.对于 若  f  在  

0P :z 可表示为的全增量  

0 0 0 0( , ) ( , )

( ),

z f x x y y f x y

A x B y o 

  

 

   

   (1) 

0P
2 2

,x y   其中A,B是仅与点 有关的常数,  

( )o  是 0P的高阶无穷小量, 则称  f   在点 可微.   

并称 (1) 式中关于 ,x y A x B y   的线性表达式
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| |, | |x y  dz当  充分小时, 全微分  

( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim lim 0.

x y x y
 

    
 这里 

,z A x B y x y        

0 0 0d | d ( , ) .Pz f x y A x B y   

0f P在为 的全微分, 记作  

z

可作为全增量  

的近似值, 于是有近似公式:  

在使用上, 有时也把 (1) 式写成如下形式： 

0 0 0 0
( , ) ( , ) ( ) ( ).f x y f x y A x x B y y    
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例1  考察  0 0( , ) ( , ) .f x y x y x y 在任一点 的可微性

二、偏导数   

0 .x 的某邻域内有定义  则当极限   

存在时, 称此极限为  0 0
( , )f x y在点 关于x 的偏导数,   

0
( , ), ( , ) , ( , )z f x y x y D f x y设函数 且 在 定义 2   

0 0 0 0

0 0

( , ) ( , )
lim limx

x x

z f x x y f x y

x x 

 

  

 


记作 

0 0 0 0

0 0

( , ) ( , )

( , ), , .
x

x y x y

f z
f x y

x x

 

 
或
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类似地可定义  0 0
( , )f x y在点 关于 y 的偏导数:     

0 0 0 0

0 0

( , ) ( , )
lim lim ,

y

y y

z f x y y f x y

y y 

 

  

 


记作 

0 0 0 0

0 0

( , ) ( , )

( , ), , .
y

x y x y

f z
f x y

y y

 

 
或

注1  ,
x y

 

 
这里 是专用于偏导数的符号,与一元

d

dx
函数的导数符号 相仿,但又有区别.
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如果函数 ),( yxfz 在区域D内任一点 ),( yx 处对x的 

偏导数都存在，那么这个偏导数就是x、 y的函数， 

它就称为函数 ),( yxfz 对自变量x的偏导数，记作 

x

z




，
x

f




， xz 或 ),( yxf x . 

),( yxfz y同理可定义函 数 对自变量 的偏导数， 

y

f



 ,yz ),( yxf y 或  . , 

记作 
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由偏导数的定义可知，偏导数本质上是一元函数的 

微分法问题。 

时，求   
x

f




只要把 x  之外的其他自变量暂时看成 

常量，对  x 求导数即可。 

时，求   
y

f




只要把 y  之外的其他自变量暂时看成 

常量，对  y 求导数即可。 

其它情况类似。 
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偏导数的几何意义:  ( , )z f x y 的几何图象通常是  

三维空间中的曲面, 设  0 0 0 0( , , )P x y z 为此曲面上一  

0 0 0( , ) .z f x y
0 0 ,P y y过点 作平面 它与点, 其中  

曲面相交得一曲线： 

0: , ( , ).C y y z f x y 

有关偏导数的几点说明： 

１、 

２、 求分界点、不连续点处的偏导数要用定义求. 

偏导数 
x

u




是一个整体记号，不能拆分; 
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如图 所示，偏导数  0 0
( , )

x
f x y 的几何意义为: 

在平面  0y y 上,  曲线 C 在点 P
0 
处的切线与 x 轴   

正向所成倾角  的正切. 


x

y

z

O

0P

0y

( , )z f x y

C



图1 
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例2  3 2 3
( , ) 2 (1,3)f x y x x y y求函数 在点 处关  

    于 x 和关于 y 的偏导数.                                     

例3 求函数   ( 0)
y

z x x  的偏导数. 

例4 设  













0           ,0     

,0    ,
),(

22

22

22

yx

yx
yx

xy

yxf

求  ).,(    ),,( yxfyxf yx
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三、可微性条件     

0 0 0
( , ) ,f P x y f在点 可微 则 在由可微定义易知: 若  

0P 必连续.这表明:  

连续是可微的一个必要条件. 

定理17.1  若二元函数 f  在其定义域内一点 ( x0, y0 )  

处可微, 则 f 在该点关于每个自变量的偏导数都存  

在 ,且(1) 式中的                                      

0 0 0 0
( , ) , ( , ).

x y
A f x y B f x y 



返回 后页 前页 

于是,  函数  0 0
( , )f x y在点 的全微分 (2) 可惟一地表 

示为 

0 0 0 0 0 0d ( , ) ( , ) ( , ) .x yf x y f x y x f x y y  

 ( d , d )x x y y 

则全微分又可写为                               

0 0 0 0 0 0
d ( , ) ( , )d ( , )d .

x y
f x y f x y x f x y y 
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若函数 f 在区域 D 的每一点 (x, y) 都可微,  则称函   

数 f 在区域 D 上可微，且 f 在 D 上的全微分为     

d ( , ) ( , )d ( , )d .x yf x y f x y x f x y y 

定理17. 1 的应用:  对于函数                                

2 2( , ) ,f x y x y 

由于        ( ,0) | |, (0, ) | |,f x x f y y  0x 它们分别在 

0y 与 (0,0)xf 与都不可导，即 (0,0) ,yf 都不存在

( , ) (0,0) .f x y 在点 不可微故 
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在原点的可微性． 

2 2

2 2

2 2

, 0,
( , )

0, 0

xy
x y

x yf x y

x y


 

 


 

例5  考察函数 

定理 17.2  ( 可微的充分条件 )  若函数 ( , )z f x y 在  

0 0 0
( , )P x y ,x yf f与点 的某邻域内存在偏导数  且它  

0P f
0

P在点们在点 连续, 则 可微. 
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3 {( , ) | 0, }
y

z x x y x y例 中的函数 在     

上满足定理 17.2 的条件,  亦在其定义域上可微. 

注意  偏导数连续并不是可微的必要条件，例如        

2 2 2 2

2 2

2 2

1
( )sin , 0,

( , )

0, 0.

x y x y
x yf x y

x y


  

 


 

它在原点 (0,0) 处可微, 但 x yf f与 却在该点不连续.   
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( , )f x y
0 0

( , )x y在点x yf f与若 的偏导数 都连续, 则  

0 0
( , )f x y称 在点 连续可微．  

( , ) ,x y导数,若 属于该邻域 则存在

0 0 0

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( ) .

x

y

f x y f x y f y x x

f x y y





  

 

0 0
( , )f x y在点 的某邻域内存在偏 定理 17.3 设函数 

1 20 , 1,  

和  0 1 0( )x x x    0 2 0( ),y y y   

使得
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四、可微性的几何意义及应用   

定义 3  设曲面 S 上一 

一个平面,  S 上的动点   





P

Q

hd

x
y

z

O

S



点 P, Π 为通过点 P 的 

的距离分别记为 d 和 h. 若 

趋近于 P 时,  恒有 

的距离分别记为 d 和 h. 若当 Q 在 S 上以任意方式 

Q 到定点 P 和到平面Π 

 0,
h

d

 则称Π 为曲面 S 在点 P 的切平面,  称 P 为切点.  

图2 
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定理 17.4 曲面 0 0 0 0( , ) ( , , ( , ))z f x y P x y f x y 在点

存在不平行于 z 轴的切平面的充要条件是: 函数  f

在点 
0 0 0( , )P x y 可微.    

0 0 0( , )P x y定理 17.4 说明: 函数 在点 可微, 则曲面  

0 0 0( , ) ( , , )z f x y P x y z 在点 处的切平面方程为 

0 0 0 0 0 0 0
( , )( ) ( , )( ).

x y
z z f x y x x f x y y y    
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过切点 P 与切平面垂直的直线称为曲面在点 P 的  

法线.  由切平面方程知道，法向量为     

0 0 0 0
( ( , ), ( , ), 1 ),

x y
n f x y f x y  

于是过切点 P 的法线方程为                                

0 0 0

0 0 0 0

.
( , ) ( , ) 1

x y

x x y y z z

f x y f x y

  
 


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二元函数全微分的几何意义:   如图3 所示, 当自  

0 0 0 0
d ( , ) ( , ) ,

x y
z f x y x f x y y  

的全微分 而在点  0 0
( , )x y

0 0
( , )x y

0 0
( , )x x y y  变为 时,  函 变量           由  ( , )x y

是 z 轴方向上的一段 NQ;  ( , )z f x y 的增量  z数  

则是切平面                  上相应的那一段增量 NM. 于  1 2
PM MM

而趋于零, 而且是较     高阶的无穷小量.  0

是,       与 dz 之差是 MQ 那一段，它的长度将随着  z
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图 3  

x

y

z

O

S


P

Q

1Q

2Q

M

1M
2M

N1N

2N



0 0( , )x y

0 0( , )  x x y y

























返回 后页 前页 

例6  试求抛物面 
2 2

0 0 0( , , )z a x b y P x y z  在点 处  

的切平面方程与法线方程，其中 
2 2

0 0 0 .z a x b y 

例7  求  3. 96
1. 08 的近似值.  

例8  
1

sin
2

S ab C应用公式 计算某三角形的面积,

12.50, 8.30, 30 . ,a b C a b现测得 若测量 的误  

0.01, 0.1 ,C差为 测量 的误差为 试求用此公式 

计算三角形面积时的绝对误差限和相对误差限.  
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１、多元函数全微分的概念； 

２、多元函数全微分的求法； 

５、多元函数连续、偏导数存在、可微分的关系． 

（偏增量比的极限） ３、偏导数的定义: 

４、偏导数的定义，偏导数的几何意义； 

小 结 
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偏导数连续 

可  微 

连 续 偏导数存在 

函数的连续性、偏导数的存在性、可微性和 

偏导数的连续性之间有如下关系: 
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§2   复合函数微分法   

二、复合函数的全微分  

返回 

一、复合函数的求导法则 
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一、复合函数的求导法则  

设函数 

( , ) ( , )x s t y s t  与 (1) 

定义在 st  平面的区域 D 上, 函数                         

 ( , )z f x y (2) 

定义在 xy 平面的区域  
__

D 上. 若 

 
__

( , ) ( , ) , ( , ), ( , ) ,x y x s t y s t s t D D    

则可构成复合函数: 

( , ) ( ( , ), ( , ) ) , ( , ) .z F s t f s t s t s t D       (3) 



返回 后页 前页 

其中 (1) 为内函数, (2)  为外函数, ( x, y )  为中间变量,  

( s, t ) 为自变量. 

( , ), ( , )x s t y s t   ( , )s t D定理17.5  若 在点 可 

( , )z f x y ( , ) ( ( , ), ( , ))x y s t s t 微， 在点 可微, 则  

关于 s 与 t 的偏导数分别为                                

( ( , ), ( , ) )z f s t s t  ( , )s t复合函数 在点 可微，且  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

,

.

s t x y s t x y s t

s t x y s t x y s t

z z x z y

s x s y s

z z x z y

t x t y t

    
   

    

    
   

    

 (4) 
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公式 (4) 也称为链式法则．                                

能轻易省略的,  否则上述复合求导公式就不一定成  

立．例如                                        

注 如果只是求复合函数 ( ( , ), ( , ) )f s t s t  关于 s 或  

t 的偏导数, 则上述定理中  ( , ), ( , )x s t y s t   只 

s须具有关于 s 或 t 的偏导数就够了.  因为以   或 

t 0s  0,t 除 (4) 式两边,  然后让 或 也能得  

到相应的结果.  但是对外函数  f 的可微性假设是不  
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2
2 2

2 2

2 2

, 0,
( , )

0, 0.

x y
x y

x yf x y

x y


 

 


 

  ( ) ( , ) ,
2

t
z F t f t t

d 1
. (4),

d 2

z

t
有 若形式地使用法则 将得出错误结论:

为内函数，则得到以 t 为自变量的复合函数            

(0,0) (0,0) 0,
x y

f f  ( , )f x y由 §1 习题 6 已知   但  

( , )f x y ,x t y t 在点 (0,0) 不可微. 若以 为外函数,  
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0 0 0(0,0) (0,0)

d d d

d d d

0 1 0 1 0 .

t t t

z z x z y

t x t y t  

 
   
 

    

这说明：在使用链式法则时，必须注意外函数可微  

这个条件.                                    

则复合函数

1 1
, ( , , ) ( , , )

m m
f u u u u一般地 若 在点 可微,函数组

1
( , , ) ( 1,2, , )

k k n
u g x x k m 

1
( , , ) ( 1,2, , ) ,

n i
x x x i n在点 具有对于 的偏导数



返回 后页 前页 

1 1 2 1 1( ( , , ), ( , , ), , ( , , ))n n m nf g x x g x x g x x

1

( 1,2, , ).
m

k

ki k i

uf f
i n

x u x

 
  

  


.
z z

x y

 

 
求 与

关于自变量   ( 1,2, , )ix i n 的偏导数为          

2
2 2

ln( ), e ,1 ,
x y

z u v u v x y
    而例 设 试
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例2  ( , ) , cos ,u u x y x r  设 可微 在极坐标变换

22 2 2

2

1
.

u u u u

r x yr 

         
         

          

sin ,y r  之下 证明:

例3  
d

sin , e , cos , .
d

t z
z uv t u v t

t
   设 其中 求
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的复合函数对 t 求导数 (这种导数又称为“全导数”);  

求偏导数．二者所用的符号必须有所区别．  

例4  用多元复合微分法计算下列一元函数的导数:  
2

(1 )ln
(1) ; (2) .

sin cos

x
x x x

y x y
x x


 



注 上面第一个等式中，左边的   
d

d

z

t
是作为一元函数 

右边的  
z

t




是外函数 (作为 u, v, t 的三元函数) 对 t   
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而实用的写法 (省去了引入中间变量): 

说明  上面的解法是通过引进中间变量  , ,y z u后, 借    

助链式法则而求得的;  上述过程还有一种比较简洁  

1 2 1 2 1 2( ) [ ( 1) ] ,x f f f f f f       

[ ( ) ] .a b a b a b   

1 2 1(1) (1,1) (1,1) { (1,1)f f f   

2 1 2(1,1) [ (1,1) (1,1) ] }f f f  
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二、复合函数的全微分    

若以 ,x y 为自变量的函数 ( , )z f x y 可微, 其全微 

分为  

( , ) , ( , ),x s t y s t  

d d d .
z z

z x y
x y

 
 
 

(5) 

,x y ,s t如果  作为中间变量, 又是自变量  的可微函数  

则由定理17.5 知道,  复合函数  ( ( , ) , ( , ))f s t s t  是  

可微的,  其全微分为                                            
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d d
z x z y z x z y

s t
x s y s x t y t

          
          

          

d d d d .
z x x z y y

s t s t
x s t y s t

        
        
        

 (6) 

由于 ,x y 又是 ( , )s t 的可微函数, 因此同时有 

d d d , d d d .
x x y y

x s t y s t
s t s t

   
   
   

   (7) 

d d d
z z

z s t
s t

 
 
 
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将 (7) 式代入 (6) 式, 得到与 (5) 式完全相同的结  

果, 这就是多元函数的一阶 (全) 微分形式不变性.   

必须指出,在 (5) 式中当 ,x y 作为自变量时,d x 和  

dy 各自独立取值; 当 ,x y 作为中间变量时, dx 和  

dy 如 (7) 式所示, 它们的值由 , , d , ds t s t 所确定． 

利用微分形式不变性, 能更有条理地计算复合函数   

的全微分． 
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例 5 e sin( )
x y

z x y 设 , 利用微分形式不变性计  

d , .
z z

z
x y

 

 
算 并由此导出 与
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1、链式法则（分两种情况） 

2、全微分形式不变性（理解其实质） 

（特别要注意课中所讲的特殊情况） 

小 结 
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§3  方向导数与梯度  

返回 

一 、方向导数的概念  

二 、方向导数与偏导数之间的关系              

三 、梯度的概念  
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一 、方向导数的概念    

定义1 设函数  0 0 0 0( , , ) ( , , )f x y z P x y z在点 的某邻域

0

0 0

( ) ( )
lim lim

l
f f P f P

    

 


导数,  记作   
0

0 0 0 0, ( ) ( , , ).
l l

P

f
f P f x y z

l




或

3
0 0( ) RU P l P 内有定义， 为从点 出发的射线.任

f
0P l存在, 则称此极限为函数   在点   沿方向  的方向 

0 0( , , ) ( ), | |P x y z l U P P P 记 ， 若极限        给   
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不难看出: 若 f 在点 0P 存在对 x 的偏导数，则 f  

在点 0P 沿 x 轴正方向的方向导数恰为 

0 0( ) ( ) ( );xl
f P f P l O x



  

0 0( ) ( ) ( );xl
f P f P l O x



   

对于
y z

f f与 也有相应的结论． 

二 、方向导数与偏导数之间的一般关系              

定理17.6 若 0 0 0 0( , , ) ( , , )f x y z P x y z在点 可微，则 f  

当    的方向为 x 轴的负方向时，则有 l
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x

y

z

O

图 1 




x y

z

0P

P

l

cos , cos , cos  其中   

0P l在点 沿任一方向 的方向导数都存在,  且 

0 0 0 0( ) ( )cos ( )cos ( )cos ,x y zl
f P f P f P f P    

为    的方向余弦．     l
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例 1 2 3
0( , , ) , (1,1,1)f x y z x y z f P  设 求 在点 处  

1(3, 1,2) .P 沿着指向点 方向的方向导数

( , )f x y对于二元函数  来说,   

,  2
R l其中   是   中向量   的方向角．            

0 0 0 0 0 0( , ) ( , )cos ( , )cos ,x yl
f x y f x y f x y  

2
1, 0 , ,

( , )
0,

y x x
f x y

当 时

其余部分.

      
 


例2  设函数                                   
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    于是由方向导数定义,  在原点处沿任何方向  都 

(0,0) 0.
l

f 

l

已知它在原点不连续 (当然也就不可微)．但在始于 

原点的任何射线上, 都存在包含原点的充分小的一 

段，在这一段上 f 的函数值恒为零.  

有 

件而不是必要条件； 

(ii)  函数在一点连续同样不是方向导数存在的必要   

条件,  当然也不是充分条件. 

注 (i)  函数在一点可微是方向导数存在的充分条   
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三 、梯度的概念                                        

定义 2 0 0 0 0( , , ) ( , , )f x y z P x y z若 在点 存在对所有自 

变量的偏导数, 则称向量
0 0 0

( ( ), ( ), ( ))
x y z

f P f P f P 为 

函数 0f P在点 的梯度, 记作 

0 0 0 0
grad ( ) ( ( ), ( ), ( )).

x y z
f P f P f P f P

0 ( cos ,cos ,cos ) ,l   

则方向导数计算公式 (1) 又可写成                

00 0 0( ) grad ( ) | grad ( ) | cos .
l

f P f P l f P   

这里  是梯度向量
0

grad ( )f P 与 0l 的夹角．因此， 

在定理17.6 的条件下,  若记   方向上的单位向量为  l
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当 0  时， 0( )
l

f P 取得最大值
0

| grad ( ) |f P . 这就 

是说，梯度的方向与取得最大方向导数的方向一致， 

而它的模就是函数在该点的方向导数的最大值。 

例3 
2 3

0( , , ) , (2, 1,1)f x y z xy yz f P  设 试求 在点  

处的梯度及它的模.
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1、方向导数的概念 

2、梯度的概念 

3、方向导数与梯度的关系 

（注意方向导数与一般所说偏导数的区别） 

（注意梯度是一个向量） 

最大值。梯度的模为方向导数的快的方向

在这点增长最梯度的方向就是函数

   .

),( yxf

小结 
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§4  泰勒公式与极值问题   

三、极值问题  

返回 

一、高阶偏导数 

二、中值定理和泰勒公式 
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一、高阶偏导数    

( , ) ( , ), ( , )x yz f x y f x y f x y由于 的偏导数 一般仍

, ,x y然是 的函数 如果它们关于 x 与 y 的偏导数也  

导数有如下四种形式:                                                

2

2
( , ) ,x x

z z
f x y

x xx

   
   

   

2

( , ) ,x y

z z
f x y

x y y x

   
   
    

存在, 说明 f 具有二阶偏导数．二元函数的二阶偏 
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2

( , ) ,y x

z z
f x y

y x x y

   
   
    

2

2
( , ) .y y

z z
f x y

y yy

   
   

   

类似地可以定义更高阶的偏导数,  例如    ( , )z f x y

的三阶偏导数共有八种情形:                                        

3

3

2 3
( , ),

x

z z
f x y

x x x

   
  

   
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2

2

2 2
( , ),

x y

z z
f x y

y x x y

   
  

    

2 3( , ), ( , ), ( , ),x yx x y y
f x y f x y f x y

2 2( , ), ( , ), ( , ).yx yy x yx
f x y f x y f x y

例1  
3

2

2
e .

x y z
z

y x

 


 
求函数 的所有二阶偏导数和

例2  arctan .
y

z
x

求函数 的所有二阶偏导数
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注意  在上面两个例子中都有                                

2 2

,
z z

x y y x

 


   

数为混合偏导数). 但是这个结论并不对任何函数都 

成立，例如函数 
2 2

2 2

2 2

2 2

, 0,
( , )

0, 0.

x y
xy x y

x yf x y

x y

 
 

 


 

x y y x即先对 、后对 与先对 、后对 的两个二阶偏导

数相等 (称这种既有关于 x, 又有关于 y 的高阶偏导 
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(0,0)在点 关于 x 和 y 的两个不同顺序的混合偏导数: 
 

0 0

(0, ) (0,0)
(0,0) lim lim 1,x x

x y
y y

f y f y
f

y y   

  
   

 

0 0

( ,0) (0,0)
(0,0) lim lim 1.

y y

yx
x x

f x f x
f

x x   

  
  

 

由此看到, 这两个混合偏导数与求导顺序有关.  

定理 17.7 若 ( , ) ( , )x y y xf x y f x y与 都在点 0 0( , )x y  

连续，则                                                          
0 0 0 0( , ) ( , ) .x y y xf x y f x y
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注 1 若二元函数 ( , )f x y 在某一点存在直到 n 阶的 

连续混合偏导数，则在这一点的所有 ( )m m n 阶混 

合偏导数都与求导顺序无关．   

注2  这个定理对 n 元函数的混合偏导数也成立. 例   

( , , ), ( , , ), ( , , ),x yz xz y yz xf x y z f x y z f x y z

如三元函数   ( , , )f x y z 的如下六个三阶混合偏导数   

( , , ), ( , , ), ( , , )y xz z x y z y xf x y z f x y z f x y z

若在某一点都连续，则它们在这一点都相等．     
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复合函数的高阶偏导数   设                               

( , ), ( , ), ( , ).z f x y x s t y s t   

若函数 , ,f   都具有连续的二阶偏导数，则复合函  

数    ( ( , ), ( , )) ,z f s t s t s t  对于 同样存在二阶连续  

偏导数.  具体计算如下:                                                                

,
z z x z y

s x s y s

    
 

    

;
z z x z y

t x t y t

    
 

    
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,s t关于 的二阶偏导数: 

, , ,
z z z z

s t
s t x y

显然 与 仍是 的复合函数 其中 是
   

   

, , , , , , .
x x y y

x y s t z
s t s t

的函数 是 的函数 继续求
   

   

2

2

z z x z x

s x s x s ss

z y z y

s y s y s s

         
     
         

        
     
        
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2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

z x z y x z x

s x y s s xx s

z x z y y z y

y x s s s yy s

       
      

       

       
      

       
22 2

2

22 2 2

2 2 2

2

.

z x z x y

s x y s sx

z y z x z y

s x yy s s

     
    

      

      
     

     
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22 2 2

2 2

22 2 2

2 2 2

2

;

z z x z x y

t x y t tt x

z y z x z y

t x yy t t

      
    

       

      
     

     

同理可得  

2 2 2

2

2 2 2

2
;

z z x x z x y x y

s t s t x y s t t sx

z y y z x z y

s t x s t y s ty

         
       

           

      
      

       
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2 2

2
( , ), , .

x z z
z f x

y x yx

 


 
设 求例3  

2 2

.
z z

t s s t

 


   

例 4 验证函数 22
ln),( yxyxu  满足拉普拉斯方程 

.0
2

2

2

2











y

u

x

u
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二、中值定理和泰勒公式   

凸区域  若区域 D 上任意两点的连线都含于D,  则称  

D 为凸区域 (图17- 6).  这就是说,  若 D 为凸区域， 

则对任意两点 1 1 1 2 2 2( , ), ( , ) ,P x y P x y D 和一切   

 

，恒有 

1 2 1 1 2 1( ( ), ( ) ) .P x x x y y y D     

(0 1)  

图１ 



凸   

1P 2P
P D 

D






非凸   

P D 

1P

2P

D



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上连续, 在 D 的所有内点都可微,  则对 D 内任意两   

点 ( , ), ( , ) int , (0 1),P a b Q a h b k D        使得 

定理17.8 ( 中值定理 )  设   ( , )f x y 2
RD 在凸区域   

( , ) ( , )

( , ) ( , ) .x y

f a h b k f a b

f a h b k h f a h b k k   

  

     
  (1) 

注 若 D 为严格凸区域，即   1 1 1 2 2 2( , ), ( , )P x y P x y 

, (0 1)D     ，都有   

1 2 1 1 2 1( ( ), ( ) ) int ,P x x x y y y D     

则对 D 上连续、intD 内可微的函数 f ,只要 , ,P Q D  

也存在 (0,1)  ，使 (1) 式成立． 
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例如,  , intf D D在闭圆域 上连续 在 内可微,则必有 

(2) 式成立. 倘若 [ , ] [ , ]D a b c d  , 那就不能保证 (2) 

式成立 ．                                       

推论 若函数 f 在区域 D 上存在偏导数，且 

0,x yf f 

则 f 在区域 D 上为常量函数． 

f 0 0 0( , )P x y 的某邻域定理17.9 (泰勒定理)  若  在点  

内任一点  0 0( , ), (0,1),x h y k     使得

0( )U P 0( )U P内有直到         阶的连续偏导数, 则对   1n
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1

0 0

1
( , ),

( 1)!

n

nR h k f x h y k
n x y

 


  

    
   

0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )f x h y k f x y h k f x y
x y

  
     

  

0 0

1
( , ) , (2)

!

n

nh k f x y R
n x y

  
   

  

2

0 0

1
( , )

2!
h k f x y

x y

  
   

  

其中 
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0 0( , )

m

h k f x y
x y

  
 

  

nR 为该泰勒公式的余项． 

(2) 式称为  0f P在点 的 n 阶泰勒公式,  并称其中     

0 0( , )f x y 0m 而首项  也可看作  的情形.            

0 0

0

C ( , )
mm

i i m i
m i m i

i

f x y h k
x y









 


( 1, 2, , ) ,m n

注 1 前面的中值公式正是泰勒公式在 0n  时的 

特殊情形.                          
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注 2 若在 (2) 式中只要求 2 2
( ) ( ),

n

n
R o h k     

此时的 n 阶泰勒公式可写作                 

 例 5 求 ( , )
y

f x y x 在点 (1,4) 的泰勒公式 ( 到二 

阶为止 ), 并用它计算 3. 96
1. 08 ． 

则仅需   0( )f U P在 内存在 n 阶的连续偏导数即可,   

0 0 0 0

0

1
( , ) ( , ) ( ).

!

pn
n

p

f x h y k h k f x y o
p x y




  
     

  

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三、极值问题   

定义 设 ( , )f x y 在点 0 0 0( , )P x y 的某邻域 0( )U P 内  

有定义.  若   0( , ) ( ) ,P x y U P  满足

0 0( ) ( ) ( ( ) ( ) )f P f P f P f P 或 ，

则称 f 在点 0P 取得极大 (或极小) 值, 点 0P 称为 f  

极大值点、极小值点统称极值点．   

的极大 (或极小) 值点. 极大值、极小值统称极值; 极  

注意  这里讨论的极值点只限于定义域的内点．     
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例 6 2 2 2 2
( , ) 2 , ( , ) 1 ,f x y x y g x y x y    设  

( , ) .h x y x y  由定义知道, 原点 (0,0) 是 f 的极小值 

 

点,  是 g 的极大值点,  但不是 h 的极值点．这是因   

为 ( , )x y , 恒有 ( , ) (0,0) 0 ;f x y f   又 ( , )x y  

2 2
{ ( , ) | 1 },x y x y   恒有 ( , ) (0,0) 1;g x y g   对 

于 h，在原点的任意小邻域内，既含有使 ( , ) 0h x y   

的点（Ⅰ、Ⅲ 象限），又含有使 ( , ) 0h x y  的点（Ⅱ、 

Ⅳ 象限），所以 (0,0) 0h  既不是极大值也不是极小 

值 ( , (0,0,0) ).z x y 的图像是一马鞍面 为其鞍点
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定理17.10  (极值的必要条件)  若函数   ( , )f x y 在点   

     0 0 0 0( , ) ( , ) 0.x xf x y f x y        

反之, 若函数 f 在点 0P 满足 (16), 则称点 0P 为 f  

0 0 0( , )P x y
0P存在偏导数, 且在 取得极值, 则必有   

的稳定点.  

上述定理指出:  偏导数存在时, 极值点必是稳定点.   

但要注意:  稳定点并不都是极值点．此外，多元函 

(0,0) 0 .f  显然是它的极小值

例如 2 2( , )f x y x y  在原点没有偏导数, 但  

 

数在偏导数不存在的点处也可能取得极值．     
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为了讨论二元函数 f 在点 0 0 0( , )P x y 取得极值的充 

分条件, 我们假定 f 具有二阶连续偏导数, 并记  

称为 f 在点 0P 的黑赛(Hesse)矩阵.  

定理 17.11 (极值充分条件) 设 ( , )f x y 在点 0P 的某  

邻域 0( )U P 内具有二阶连续偏导数, 且 0P 为 f 的稳 

0

0 0

0

0 0

( ) ( )
( ) ,

( ) ( )

x x x y x x x y

f

y x y y y x y y
P

f P f P f f
H P

f P f P f f

   
    
      

定点, 则有如下结论:    
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0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

f

f

f

H P f P

H P f P

H P f P




 


 

为正定矩阵 为极小值

为负定矩阵 为极大值

为不定矩阵 不是极值

此定理的结论还有如下形式:             

2
0 0( ) 0, ( )(( ) 0 ,i) x x x x y y x yf P f f f P f  当 时 在

2
0 0( ) 0,(ii) ( )( ) 0 ,x x x x y y x yf P f f f P f  当 时 在

取得极小值;            0P

取得极大值;                   0P
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2
0 0( )( ) 0 , ;(iii) x x y y x yf f f P f P 当 时 在 不取极值

2
0 0( )( ) 0(i ,v) x x y y x yf f f P f P 当 时 不能肯定 在

是否取得极值．  

例7  
2 2

( , ) 5 6 10 6 .f x y x y x y    求 的极值

例8  讨论   2
( , )f x y x x y  是否存在极值．    

例 9 讨论 2 2
( , ) ( )( 2 )f x y y x y x   在原点是否取 

得极值? 
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求函数在有界闭域上的最大值和最小值的方法：   

需先求出在该区域上所有稳定点、无偏导数点处 

的函数值, 还有在区域边界上的这类特殊值；然后 

比较这些值,  其中最大 (小)者即为问题所求的最 

大 (小) 值．                     

例10  证明:  圆的所有外切三角形中, 以正三角形的   

面积为最小． 
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例11 ( 最小二乘法问题 ) 设通过观察或实验得到一  

列点 ( , ), 1, 2, , .i ix y i n 它们大体上在一条直线 

上，即大体上可用直线   

方程来反映变量 x 与 y   

之间的对应关系 ( 参见  

图２ ).  现要确定一  

直线,  使得与这 n 个点  

的偏差平方之和为最小 

( 最小二乘方 )．            






 











( , )i ix y

i ia x b y 

y a x b 

x

y

O

图 ２   



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多元函数的极值 

（取得极值的必要条件、充分条件） 

多元函数的最值 

        






条件极值

无条件极值

高阶偏导数 


 纯偏导 

混合偏导 
中值定理和泰勒公式 

小 结 

（相等的条件） 
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