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一、 三重积分的概念 

1.背景: 设在空间有限闭区域  内分布着某种不均匀的物质 
 

密度函数为 ,),,( Czyx  求分布在  内的物质的质量 M  

（1）分割：用曲线网把 D分成 

n 个小闭区域 1  2      n  

（2）近似计算：用平顶柱体体积 

近似表示小曲顶柱体的形的体积 

即 ( , )i i i iV f       
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求曲顶柱体体积的思路 
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（1）分割：用曲线网把空间闭区域  分成 

n 个小的空间闭区域V 1 V 2     Vn  

（2）近似计算：用均匀闭区域的物质的质量 

近似表示小空间闭区域上物质的质量 

即 ( , , )i i i i iM V       

（3）求和
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（4）取极限
0

1

lim ( , , )
n

i i i i

i

M V


   




   



     

2. 三重积分的定义  

 

一、 三重积分的概念 
设 ( , , )f x y z 是空间有界闭区域 上的有界函数 

 

（1）将空间闭区域  任意分成 n个空间小闭区域V 1 V 2     V n  其中V i表示第 

 

i 个空间闭区域也表示它的体积  

（2）在每个V i上任取一点 ( , , )i i i   ,作乘积 ( , , ) ,i i i if V     并作和
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（3）如果当 n无限增大且各小闭区域的直径中的最大值  趋于零时 这和的极限总存在  

 

则称此极限为函数 ( , , )f x y z 在闭区域  上的三重积分 记作 ( , , )f x y z dV


  即 
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注记 1：三重积分具有与二重积分相似的性质 

 



直角坐标下的计算方法   

二、 三重积分的计算 

投影法（先一后二）   截面法（先二后一）   

把积分区域 投影 
 到xoy坐标面上 
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截面法的适用范围: （1）被积函数只含一个变量；     （2）截面面积易求。 



二、 三重积分的计算 

例1. 计算三重积分 d d d ,x x y z




其中 为三个坐标面及平面 

 12  zyx 所围成的闭区域 . 
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解：把积分区域 投影 

到xoy坐标面上，得 
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例2. 计算三重积分 

其中 

解：由于被积函数只有一个变量，因此用 

平行于xoy的平面去截空间闭区域 

得到截面是一个椭圆，因此 
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柱面坐标下的计算方法   

二、 三重积分的计算 
柱面坐标   

3( , , ) R , , , ,M x y z x y  设 将 用极坐标 代替

, , ) Mz 则（ 就称为点 的柱面坐标

直角坐标与柱面坐标的关系: 
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适用范围: 

（1） 积分域表面用柱面坐标表示时方程简单 

（2） 被积函数用柱面坐标表示时变量互相分离 



二、 三重积分的计算 

例3. 利用柱面坐标计算    d d d ,z x y z




其中 为半球体 

 

2 2 2 2 , 0x y z R z   

解：把积分区域 投影 

到xoy坐标面上，得 
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训练1：利用柱面坐标计算    
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其中 为柱面 
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训练2：利用柱面坐标计算    
2 2

d d d

1

x y z

x y


 
其中 为柱面 

 ( 0)z h h  围成的闭区域 

2 2 4x y z  与平面面 

OO
x

y

z

h



三、 三重积分的应用 

空间中有 n个质点，它们分别位于 

1 1 1 2 2 2( , , ), ( , , ), , ( , , )n n nx y z x y z x y z  

处，质量分别为 nmmm ,,, 21  ．则该质点 

的重心的坐标为    对 , ,x y z轴的转动惯量为 

 

物体占有空间区域上的闭区域， 

在点 ( , , )x y z 处的面密度 

为 ( , , )x y z （在上连续）则物质 

的重心坐标及对 x 轴 y 轴 z 轴的转动惯量为 
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例 4  闭区域为
2 2z x y  和

2 22z x y    
 

三、 三重积分的应用 

围成，求的形心. 
 

分析：（1）显然 闭区域是以 z 为轴的 
 

旋转体，因此其形心一定在 z 轴上，即 
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（2）在柱面坐标下， 闭区域是 
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例 5 求  ：
2 2 2 2+x y z a  对 z 的转动惯量 

 

其中球体的密度为   
 

分析：（1）对 z 的转动惯量为 
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（2）在柱面坐标下， 闭区域是 
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部分考研真题 
1 (15 年，4 分)   设是有平面 1x y z   与三个坐标平面所围成的空间区域，则 

 

( 2 +3 )x y z d xdydz


  ------------- 
 

2 (13 年，10 分)   设直线 L 过点 (1,0,0), (0,1,1)A B 两点， L绕 Z轴旋转一周得到曲面  
 

 与平面 0, 2z z  围成立体为， 
 

求（1）求曲面 的方程（2）求的形心坐标 
 


