
§9.3     二重积分的应用 

                  
体积的 

计  算   
                  
面积的 

计  算   

                  
反常积分 

的计算   



一、 曲顶柱体体积的计算 

回顾：  二重积分的几何意义 

（1）如果 ( , ) 0f x y  ，二重积分 dyxf

D

 ),(  

就是曲顶柱体的体积 

（2）如果 ( , ) 0f x y  ，二重积分 dyxf

D

 ),(  

就是曲顶柱体的体积的负值 

（3）如果 ( , )f x y 在 D的若干部分是正的 

在其余部分是负的 那么 ),( yxf 在 

D 上的二重积分等于 xoy面上方的曲 

顶柱体体积减去 xoy面下方的曲顶柱 

注记 1： 求曲顶柱体体积的一般步骤 

第一步：画出曲顶柱体围成的几何草图 
 

第二步:确定曲顶柱体的曲顶及区边表达式 

第三步: 写出曲顶柱体的表达式（利用对称性） 

第四步: 选择坐标系，确定积分区间 

（1）区域边界应尽量多为坐标轴 

 

（2）被积函数关于坐标变量易分离 
 

第五步: 确定积分顺序，并计算 

（1）积分区域分块越少越好 
 

（2）类此积分容易出算出 
 



   

例例 11  求球体
2 2 2 24x y z a   被圆柱体

2 2 2x y ax  的公共部分的体积． 

 

分析：（1）画出几何草图 
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（2）找出曲顶柱体的曲顶表达式及区边 

由对称性可知：所求立体的体积是 

该立体在第一卦限部分体积的 4 倍 

由
2 2 2 24x y z a   可知

2 2 2 24z a x y    

2 2 24z a x y    

因此立体在第一卦限部分的曲顶为 

由
2 2 2x y ax  可知

2 22y ax x   

因此立体在第一卦限部分的区边为 

2: 2 ,D y ax x   0y   

（3）写出曲顶柱体的表达式（利用对称性） 
 

 
D

dxdyyxaV 22244 ，

（4）选择坐标系（极坐标），确定积分区间 
 

将
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sin
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y
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 带入区边 

 

: 0 2 cosD a   ， 

 

表达式中可得 

0
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
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（5）确定积分顺序并计算 
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例 2  求 2 2 2 2 2 2,x y R x z R     所围成的立体的体积 
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解：（1）显然 2 2 2 2 2 2,x y R x z R     所围成的立体关于三坐标面对称， 
 

因此立体的体积是它在第一卦限部分体积的 8 倍 

 

（2）
2 2 2 2 2 2,x y R x z R     所围成的立体在第一卦限部分 

 

可以看做是以 2 2z R x  为曲顶的柱体 

 
 

（3）显然 2 2z R x  在 xoy面上四分之一的投影是一个圆 

 
 

2 20 , 0y R x x R     , 所以
2 2 2 2 2 2,x y R x z R     所围成的立体在第一卦限部分 

 

的体积就是函数 2 2z R x  在闭区域 
2 2: 0 , 0 .D y R x x R      上的二重积分 

 
 

因此所求立体的体积 
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闭区域D的面积 公式 

 

直角坐标系下 极坐标系下 

D D

d dxdy   
D D
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二、 曲面面积的计算 



二、 曲面面积的计算 
光滑曲面 ),( yxfz   

在 xoy面上的投影区域为 xyD  

光滑曲面 ),( zygx   

在 yoz面上的投影区域为 yzD  

光滑曲面 ),( xzhy   

在 xoz面上的投影区域为 zxD  

且 ,x yf f 在 xyD 上连续 且 ,y zg g 在 yzD 上连续 且 ,z xh h 在 zxD 上连续 
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2 21 y zdA g g d   
 

2 21 x zdA h h d     

2 21

xy

x y

D

A f f dxdy   
 

2 21

yz

y z

D

A g g dydz   
 

2 21

xz

x z

D

A h h dxdz   
 



二、 曲面面积的计算 

回顾：  光滑曲面 ( , )z f x y 在 xoy面 

上的投影区域为 xyD  

 

则该曲面的面积为 

2 21

xy

x y

D

A f f dxdy     

注记2: 求曲面面积的一般步骤 

第四步:求出偏导数 

第五步: 代入曲面面积公式式 

第六步: 选择坐标系，确定积分区间 

第七步: 确定积分顺序，并计算 
第一步：画出几何草图（利用对称性） 

 

第二步:确定曲面表达式 ( , )z f x y  

第三步:确定曲面在坐标面上的投 xyD  
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A f f dxdy     



二、 曲面面积的计算 
例 3  求球面

2222 azyx  的表面积 
 

分析（1）球面
2222 azyx  分为上下两 

 

半球面，由对称性可知所求的表 
 

面积是上球面的表面积的 2 倍 
 

（2）写出上球面的方程
2 2 2z a x y    

及它在 xoy上的投影 xyD 2 2 2: x y a   

（3）求出 2 2 2 2 2 2
,

z x z y

x ya x y a x y

 
   

    
  

判断
,

z z

x y

 

  在 xyD 2 2 2: x y a  上是否连续 

在 xyD 的边界 2 2 2: x y a  上不连续.  

 
因此不能直接使用公式 

（4） 取闭区域 1D ：
2 2 2(0 )x y b b a    为积分区域  

显然
,

z z

x y

 

  在 1D 上连续 

 

则闭区域 1D 上上半球面的表面积            

 

         

1 1

2 2

1
2 2 2

1 x y

D D

a
A z z dxdy dxdy

a x y
    

 
   

则闭区域 xyD 上球面的表面积            
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