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第一节第一节  映射与函数映射与函数

一、集合

二、映射

三、函数



列举法：

评注：无限集合常用描述法表示

例: 有限集合  naaaA ,,, 21 

描述法：                          xM  x具有性质P

例: 整数集合                                Z x Nx 或
 Nx

有理数集 q
p



Q ,N,Z  qp p 与

 
q 互质 




集合的表示法：集合的表示法：

将集合中的全体元素一一列举出来
 

.
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一、集合一、集合



1、基本运算：

•
 

并集：A∪B。

• 交集：A∩B。

• 差集：A\B,

• 补集：

• 直积                         ),( yxBA  ,Ax By

特例: RR 记 2R 为平面上的全体点集

（二）集合的运算（二）集合的运算

CA

注意：对
 
从符号，集合，几何三个角度方面理解

2R
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区间的概念:

(1)开区间:设a和b都是实数,且a<b,数集

3. 区间与邻域

称为开区间,记作(a ,b)
 bxaxba, )(

(2)闭区间:设a和b都是实数,且a<b,数集

称为闭区间,记作[a ,b]

 bxax 

 bxax 

 bxaxba, ][
(3)半开区间:

有限区间

 bxaxba, )[
 bxaxba, ](



 Rxx,  )(
(4)无限区间:

 xaxa, )[

 xaxa, )(

 bxxb,  )(

 bxxb,  ](
注意 1：全体实数的集合 ( , )R    ，其中 , 只是表示无限性的一种

记号，它们不是某个确定的数，不能像数一样进行运算 

注意 2：实数区间仅有上述 9 种类型 
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                          ),(U xa 


邻域的概念

                              ),( xa    axa
                   x  ax

 ax0
其中,  a 称为邻域中心 , 称为邻域半径 .

去心 邻域

左 邻域 : ,),( aa 

右 邻域 : .),( aa
)(
aa a

设是任一正数，则开区间（a-，a+）称为点a的
 邻域。

) ( , ) ,

) ( , ) ( , )

a a

a a a a

  

  

  

   


注 意 ： U ( a ,

( a ,U



二、映射二、映射
（一）映射的概念

设X,Y是两个非空集合，如果存在一个法则 f ,使
 得对X中的每个元素x，按法则 f ,在Y中有唯一确
 定的元素y与之对应，则称 f 为从X到Y的映射。

 记作

定义：

.: YXf 

元素 y 称为元素 x 在映射 f 下的像 , 记作 ).(xfy 
元素 x 称为元素 y 在映射 f 下的原像 .
集合 X 称为映射 f 的定义域 ;
Y 的子集 )(Xf  Xxxf )( 称为 f 的值域 .
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1、构成映射必备的三要素：

2、 元素 x 的像 y 是唯一的, 但 y 的原像不
 一定唯一 . 

③ 对应法则f是对每个x∈X，有唯一确定的
 y=f(x)与之对应。

② 值域（值域由定义域和对应法则确定）

① 定义域

注意：注意：
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对映射 YXf : 若 YXf )( , 则称 f 为满射; 

若 ,,, 2121 xxXxx  有 )()( 21 xfxf 

则称 f 为单射;

若 f  既是满射又是单射,

则称 f 为双射或一一映射. 

满射：

单射：

双射：
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1、逆映射的定义

定义: 若映射 )(: DfDf  为单射, 则存在一新映射

,)(:1 DDff  使

习惯上 , Dxxfy  ,)(

的逆映射记成

)D(fx,)x(fy 1  

例如, 映射f ( ) tan  x   x [ , ]
2 2

x  
   其逆映射为

-1f (x) arctan x   y  

,)(,)( 1 xyfDfy   其中 ,)( yxf 

称此映射 1f 为 f 的逆映射 .

（二）（二）
 

逆映射与复合映射逆映射与复合映射
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定义：

设有两个映射

其中

1YXg : ZYf 2 :，

21 YY 
则由映射g和f可以定出一个从X到Z的对应法则，

 它将每个 映成Xx Zxgf )]([

Xxxgfxgf      ,ZXgf  )],([))((: 

显然，这个对应法则确定了一个从X到Z的映
 射，这个映射称为映射g和

 
f构成的复合映射，

 记作 gf  即

22、复合映射、复合映射
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三、函数三、函数

（一）函数的概念

定义域Df

定义4.  设数集 ,RD  则称映射 R: Df 为定义在

D 上的函数 , 记为

Dxxfy  ,)(

自变量因变量 f ( D ) 称为值域Rf

(对应规则) (值域)(定义域)
Dx f  DxxfyyDfy  ),()(



定义域,对应法则

函数构成两个要素函数构成两个要素

注意：若两函数的定义域相同，对应法则也相同，

那么这两个函数就是相同的，否则就是不同。

注意：函数自变量和因变量与变量字母的选择无关。

注意：若没有标明函数定义域，则通常指的是使该表
 达式有意义的自变量取值范围。
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设函数 ,,)( Dxxfy  且有区间 .DI 
1、有界性(两种等价方法）

1 ,x I 定义： 使 ,)( Mxf  称 )(xf 在 I 上有界. 

,Dx 使定义3：若对任意正数 M , 
均存在

,)( Mxf 
则称 f ( x ) 无界.

，称
 
在I上有上界

称
 
在I上有下界

（二）（二）
 

函数的几种特性函数的几种特性

M ,,x I )(xf使 Mxf )(
,m,x I 使f (x) m )(xf

2 :定义 具有上，下界的函数是有界函数。

,0M



22、、 单调性单调性

,, 21 Ixx  21 xx  时,

,)()( 21 xfxf 若 称 )(xf 为 I 上的

,)()( 21 xfxf 若 称 )(xf 为 I 上的

单调增函数 ;

单调减函数 .
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,Dx 且有 ,Dx

若 ,)()( xfxf  则称 f (x) 为偶函数;

若 ,)()( xfxf  则称 f (x) 为奇函数.
x

y

o xx

33、、
 

奇偶性奇偶性

由定义知偶函数关于y轴对称
x

y

,Dx 且有 ,Dx

由定义知奇函数关于原点对称

注：两个奇函数的和，差，复合是奇函数；
 两个奇函数的积，商是偶函数；一奇一偶非
 函数的和，差非奇非偶，积商为奇函数，复
 合为偶函数；两个偶函数的和，差，积，商
 仍为偶函数。



,Dx 有 ,Dlx 
)()( xflxf  则称 )(xf 为周期函数 ,

且
称 l 为周期

( 一般指最小正周期 ).

注意: 周期函数不一定存在最小正周期 .
Cxf )(

44、、
 

周期性周期性

设函数f(x)的定义域为D,如果存在一个正数l，使
 得对于任一

例如：常数函数

狄里克雷函数 )(xf
x 为有理数

x 为无理数

,1

,0
或

注意: 最小正周期是函数图象出现重复的最小距离.
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1、 反函数的概念及性质

若函数 )(: DfDf  为单射, 则存在逆映射

DDff  )(:1

习惯上, Dxxfy  ,)( 的反函数记成

)(,)(1 Dfxxfy  

称此映射 1f 为 f 的反函数 .

（三）（三）
 

反函数与复合函数反函数与复合函数
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其反函数(减)

(减) .

1)  y＝f (x) 单调递增 ,)(1 存在xfy 

且也单调递增

2) 函数 )(xfy  与其反函数
)(1 xfy  的图形关于直线

xy  对称 .
)(xfy 

)(1 xfy 

xy 
),( abQ

),( baP
x

y

o
如图：

),(,  xey x

对数函数 ),0(,ln  xxy
互为反函数 ,

它们都单调递增, 其图形关于直线 xy  对称 .

指数函数

性质性质::
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22、、
 

复合函数复合函数

1),( Duufy 
,),( Dxxgu  1)( DDg 且

Dxxgfy  ,])([

设有函数链

称为由①, ②确定的复合函数 ,

①

②

u 称为中间变量. 
注意: 构成复合函数的条件 1)( DDg  不可少. 
例如, 函数链 : ,arcsinuy  ,12 2xu 

函数
,12arcsin 2xy  Dx ],1[ 2

3 ]1,[ 2
3

但函数链 22,arcsin xuuy  不能构成复合函数 .

可定义复合

为什么？南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件



例如, 
0,  uuy

可定义复合函数:

,
2

cot xy  ],)12(,2(   kkx Zn

0
2

cot,
22

 xkxk 时


),2,1,0(,cot  kkvvu 

),(,
2

 xxv

其中u、v都是中间变量

两个以上函数也可构成复合函数两个以上函数也可构成复合函数..
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33、函数的运算、函数的运算

;),()())(( Dxxgxfxgf 

)(),( xgxf  2121 DDDDD ,,的定义域依次为

则可以定义两个函数的下列运算

和（差）

商 })(|{\,
)(
)())(( 0xgxDx

xg
xfx

g
f



gf 

积

g
f
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1、 基本初等函数

幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数

2、 初等函数

由常数及基本初等函数

否则称为非初等函数 . 
并可用一个式子表示的函数 ,

经过有限次四则运算和复合步
骤所构成 , 称为初等函数 .

（四）（四）  初等函数初等函数

注1：绝对值函数为初等函数；

注2：分段函数及无限形式的式子等一般不是初等函数.
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内容小结内容小结

1. 集合及映射的概念
定义域

对应规律

3. 函数的特性 有界性, 单调性,
奇偶性, 周期性

4. 初等函数的结构

2. 函数的定义及函数的二要素
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1:分解复合函数

解: e ,uy  sin ,u v ,v t 2 ,t x x 

复合函数分解的原则为分解后的函数是五类基本初等函
 数形式或四则运算式子.

2：判断下列函数是否是复合函数，若是，试分解

3

sin
ln

(1) sin   
(2) lnsin(3 4)  

(3) 2

x

x
x

y x e
y x

y

 

 



33 4ln , sin , , .y u u v v t t x    

2 sin, .
ln

u xy u
x

 

,t w s 
2 , .w x s x 

思考与练习思考与练习
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2sine .x xy 



2

2

2 , 0, 1
3. ( ) , ( ) ,

1 , 0sin , 1
[ ( )].

x x xe x
f x x

x xx x
f x





  
     

设

求
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作业：作业：P21 4:P21 4:((5,7,8,10);6;8. 5,7,8,10);6;8. 
P22 10:P22 10:((1,3,6);12:1,3,6);12:((2,3,6);152,3,6);15
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第二节  数列的极限

一、概念的引入

二、数列的定义

三、数列的极限

四、数列极限的性质

五、小结
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一 、数列极限的定义的引入

引例. 设有半径为 r 的圆 ,
逼近圆面积 S .

nA n
nn

r  cossin2

当 n 无限增大时, nA 无限逼近 S

用其内接正 n 边形的面积

用圆内接正多边形的面积近似圆的面积S

“割之弥细，所失弥少，割之又割，以至于不可割，则与圆周合体而

 无所失矣” (刘徽割圆术)

评注：圆的外切正n变形的面积逼近圆面积是什么式子？
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二、数列的定义

定义:按照某一法则，对自然数 ,3,2,1 编号依

次排列的一列数 
      ,,,, 21 nxxx                 (1) 

称为数列.其中的每个数称为数列的项, nx 称为

通项(一般项).数列(1)记为 }{ nx . 

评注：本教材所谈的数列都是无穷数列,数列具有无
 限性，确定性和有序性，每一项都是常数的数列称

 为常值数列，常值数列是最简单的数列.
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数列例子  ,
1

,,
4
3,

3
2,

2
1

n
n

1


n
nxn )(1  n

 ,)1(,,
4
3,

3
4,

2
1,2

1

n
n n

n
nx

n

n

1)1(  )(1  n

 ,2,,8,4,2 n
n

nx 2 )(  n

 ,)1(,,1,1,1 1 n

1)1(  n
nx 趋势不定

收
 

敛

发
 

散
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1.数列对应着数轴上一个点列.可看作一
 动点在数轴上依次取 .,,,, 21  nxxx

在研究数列时,常常以下面两种观点之一看待数列.

几何观点:

函数观点:  2.   

  :   ( )     .
n

n

x

n x f n n   N

数列 可看作自变量

为 的函数

中心问题:  ？的数值是否能接近于某个确定时， nxn 
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当n无限增大时
 

如果数列{xn }的一般项xn无限接近于
 

常数a
 

则常数a称为数列{xn }的极限
 

或称数列{xn }收敛
 

a记为

数列极限的通俗定义

axnn



lim

思考题：极限的只管定义虽然直观易懂，但是不
 

严谨，那些地方不严谨，需要向那地方改进？
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数列的极限

考察数列：
1( 1){1 }

n

n


 1nx  

nn
n 11)1( 1  

,100时只要 n ,
100

11 nx有
1 ,

100
 定给

,
10000

11 nx有,10000时只要 n
1 ,

10000
定 =给

,0给定 ,])1[( 时只要


 Nn .1 成立有 nx

因此,如果n增大到一定程度以后,
 

|xn -1|能小于事
 先给定的任意小的正数, 则当n无限增大时,

 
xn无限接

 
近于常数1.
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注
 意：

;.1 的无限接近与刻划了不等式 axax nn 

..2 有关与任意给定的正数 N

定义：设{xn }为一数列
 

如果存在常数a
 

对于任意给
 定的正数

 
总存在正整数N

 
使得当n>N 时

 
不等式

|xn a |<
都成立

 
则称常数a是数列{xn }的极限

 
或者称数列{xn } 

收敛于a
 

记为

如果不存在这样的常数a
 

就说数列{xn }没有极限
 

即数
 

列是发散的。

)(       naxn或axnn



lim

当n无限增大时, xn无限接近于a .当n增大到一定程度
 

以后, |xn -a|能小于事先给定的任意小的正数ε.
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定义：设{xn }为一数列
 

如果存在常数a
 

对于任意给
 定的正数

 
总存在正整数N

 
使得当n>N 时

 
不等式

|xn a |<
都成立

 
则称常数a是数列{xn }的极限

 
或者称数列{xn } 

收敛于a
 

记为 )(       naxn或axnn



lim

.,,0,0

lim






axNnN

ax

n

nn

恒有时使

:定义N

数列极限的精简版本定义(数学符号定义):
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几何解释:

.)(
,),(,

落在其外个至多只有只有有限个

内都落在所有的点时当

N
aaxNn n  

:定义N

其中 ;:每一个或任给的 .:至少有一个或存在

.,,0,0

lim






axNnN

ax

n

nn

恒有时使

数列极限的定义精确,但是以付出抽象为代价.评注：
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例1 .1)1(lim
1


 

 n
n n

n
证明

证 1nx 1)1( 1







n
n n

n
1



,0任给 ,1 nx要使 ,1


n
只要 ,1


n即

所以, ],1[


N取 ,时则当 Nn 


 

1)1( 1

n
n n

就有 .1)1(lim
1


 

 n
n n

n
即

.,,0,0lim  


axNnNax nnn
恒有时使
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例2

证

小结：证明的关键是根据所给的，能否证明定义中的正整数
 N 确实存在，或者说能否确实寻找到定义中规定的 N ， 至于
 所取的 N 为多大，是否是最小的，则无关紧要。

0lim 0, 0, max( , , .n nn
x a N n N N x a 


       使 )时恒有

0
)1(

)1( lim 2n





 n

n

试证

 , 1|0| 
n

x n要使

 
)1(

1 0
)1(

)1(|0| 22 






nn

x
n

n

,0对

所以, ],1[


N取 ,时则当 Nn 



 0

)1(
)1(

2n

n

就有 0
)1(

)1(lim 2 



 n

n

n
即

1
1



n

 1
n



 1


n即
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例3 .1,0lim 


qqn

n
其中证明

证

,0  n
n qx ,lnln qn

],
ln
ln[

q
N 
取 ,时则当 Nn 

,0 nq就有 .0lim 


n

n
q

;00limlim 
 n

n

n
q则,0时q

q
n

ln
ln



lim 1 0, 0, , .n nn
x a N n N x a 


        使 时恒有

,0任给,0时q
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1.唯一性

定理1  每个收敛的数列只有一个极限.

证 ,lim,lim bxax nnnn



又设 由定义,

使得,,,0 21 NN ;1  axNn n时恒有当

;2  bxNn n时恒有当  ,,max 21 NNN 取

时有则当 Nn  )()( axbxba nn 

axbx nn  .2

.时才能成立上式仅当 ba  故收敛数列极限唯一.

四、数列极限的性质

,lim,lim bxax nnnn



又设分析 ?||  ba
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2.收敛数列的有界性

定义: 若存在正数M , 对 n , 恒有 Mxn  ,

则称数列 nx 有界；否则, 称为无界. 

例如, ;
1


n

nxn数列 .2n
nx 数列

数轴上对应于有界数列的点 nx 都落在闭区间

],[ MM 上. 

有界 无界

四、数列极限的性质
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例 .)1( 1是发散的证明数列  n
nx

证： ,lim axnn



设 由定义, 1 ,

3
 对于

1, , ,
3nN n N x a   则 使得当 时有 成立

1 1, ( , ),
3 3nn N x a a   即当 时 这是不可能的.

,1,1 两个数无休止地反复取因为 nx

不可能同时位于长度为1的区间内.

.,}{, 但却发散是有界的事实上 nx
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五.小结

数列:研究通项的表示.

数列极限:精确定义；几何意义.

收敛数列的性质:有界性；唯一性.

判断数列的敛散性: 无界一定发散

几类特殊的数列: 摆动数列；常值数列
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一、 利用数列极限的定义证明: 

  1、
5 1 5lim
4 1 4n

n
n




 ； 

     2、
2 10lim 1

n

n
n


  

练 习 题

二、 数列 nx 有界，又 0lim 
 nn

y ，

 lim 0nn
z A A


   

    证明： lim 0n n nn
x y z


 . 
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作业：作业：P31 1:(3,7,6,8);4;6.P31 1:(3,7,6,8);4;6.
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第三节  函数的极限

一、自变量趋于有限值时函数的极限

二、自变量趋于有无穷大时函数的极限

三、函数极限的性质

四、小结
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如果当x无限地接近于x0
 

时
 

函数f(x)的值无限地
 

接近于常数A
 

则常数A就叫做函数f(x)当xx0
 时的极限

 
记作

函数极限的的通俗定义

0
lim

xx
f(x)A 或 f(x)A(当 x 0x )

注意: x无限地接近于x0

 

是指：在一定程度之后，x是和的距离越来
 

越小；要怎么小就怎么小；而且不能为零

一、自变量趋向有限值时函数的极限
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1.精确定义：对于任意给定的正数(不论它多么小),

总存在正数,使得对于适合不等式  00 xx 的

一切x,对应的函数值 )( xf 都满足不等式 

 Axf )( , 

那么常数A就叫函数 )( xf 当 0xx  时的极限,记作 

)()()(lim 0
0

xxAxfAxf
xx




当或  

定义"" 
0

0lim ( ) 0, 0, 0 , ( )
x x

f x A x x f x A   


         当 有

注
 意：
 

1. ( ) ;0
2. ,

f x x

 

函数极限与 在点 是否有定义无关

是极限的数学符号语言
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注
 意：

;)()(  .1 的接近程度与刻划了中的 AxfAxf 

.  .2 而确定的是随是任意给定正数， 

;0的接近程度与刻划了 xx

定义"" 

.)(
,0,0,0 0





Axf
xx

恒有

时使当




Axf
xx

)(lim
0

0
03.lim ( ) 1 0, 0, 0 , ( )

x x
f x A x x f x A   


          当 有
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x

y

0

f (x)

0x

A

 的几何解释   )(lim Axf
xx




0x 0x

,0 ,0
时, ||0 0 δxx 
当

 .)(  Axf恒有

该邻域内所有点 x
的纵坐标 f(x)落在
A的  邻域内，
即相应的点(x, f(x))
落在绿色区域内.

A的邻域,


 

x0的空心邻域,

A+

A–

 


AxfxxAxf
xx

)(,0,0,0)(lim 0
0

有当
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例1 ).(,lim
0

为常数证明 CCC
xx




证

Axf )( CC  ,成立

,0任给

0 .lim
0

CC
xx




,0任取 ,0 0 时当  xx

例2 .lim 0
0

xx
xx




证明

证 ,)( 0xxAxf  ,0任给 ,取

,0 0 时当  xx

0)( xxAxf  ,成立 .lim 0
0

xx
xx




 


AxfxxAxf
xx

)(,0,0,0)(lim 0
0

有当
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例3. 证明 1)12(lim
1




x
x

证: Axf )( 1)12(  x 12  x

欲使,0

取 ,2
  则当  10 x 时 , 必有

 1)12()( xAxf

因此

,)(  Axf 只要 ,21 x

1)12(lim
1




x
x
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例4 .2
1
1lim

2

1 





 x
x

x
证明

证

)2(
1
1)(

2






x

xAxf

,0任给 ,只要取

, 10 时则当  x

函数在点x = −1处没有定义.

1 x

,)(  Axf要使

,)2(
1
12





x
x

就有

.2
1
1lim

2

1






 x

x
x

 


AxfxxAxf
xx

)(,0,0,0)(lim 0
0

有当

.)(lim,  1 :
1

存在但处没有定义该函数在注意 xfx
x 


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例5

.lim 0
0

xx
xx




证

0)( xxAxf 

,0任给

},,min{ 00  xx取

,0 0 时则当  xx

0

0

xx
xx






,)(  Axf要使

,0  xx总有

,
0

0

x
xx 



.00 xxx 只要

.lim,0: 00
0

xxx
xx




时当证明

 


AxfxxAxf
xx

)(,0,0,0)(lim 0
0

有当

.,),0[),(
),,0[

000

0

xxx
xx





 即内必须落在

的邻域因此我们考察的的定义域是函数

,因此 ,0
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左极限

.)(
,,0,0 00





Axf
xxx

恒有

时使当

右极限

.)(
,,0,0 00





Axf
xxx

恒有

时使当

0
0lim ( ) ( ) .

x x
f x A f x A

 
  记作 或

0
0lim ( ) ( ) .

x x
f x A f x A

 
  记作 或

单侧极限
若当xx0

 

时
 

f(x)无限接近于某常数A
 

则常数A叫做
 函数f(x)当xx0

 

时的左极限
 

记为

或 f(x0
 

)A
 

.
0

  lim ( ) A
x x

f x
 


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单侧极限

,0xx从左侧无限趋近 ;00  xx记作

,0xx从右侧无限趋近 ;00  xx记作

0x 

0x 

左极限=A

右极限=A
0

lim ( )
x x

f x A


记作

0

lim ( )
x x

f x A


记作

注1：左极限与右极限都称之为单侧极限

注2：单侧极限与双侧极限的关系

0( )f x A 或 

0( )f x A 或 
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注2：单侧极限与双侧极限的关系

１
２

x

y

0x

１
x

y

0x

0 0 0

: lim ( ) lim ( ) lim ( ) .
x x x x x x

f x A f x f x A
   

   定理

0x x两个函数当 时的极限都不存在！
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0
0 0: lim ( ) ( ) ( ) .

x x
f x A f x f x A


     定理3

.lim
0

不存在验证
x
x

x

x
x

x
x

xx




 00
limlim

左右极限存在但不相等, .)(lim
0

不存在xf
x



例6

证

1)1(lim
0


x

x
x

x
x

xx 00
limlim


 11lim
0


x

推论：若函数f(x)在点x0
 

的左、右极限有一个不
 存在，或都存在但不相等，则极限 )(lim

0
xf

xx 不存在
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思考题

2

5 sin ,  0
 ( ) 1,    0

5 , 0

x x
f x x

x x

  
 
  

试问函数
 

在 0x 处的左、右极限是否存在？当 0x 时，

)(xf 的极限是否存在？ 




)(lim
0

xf
x

,5)5(lim 2

0



x

x
左极限存在,




)(lim
0

xf
x 0

lim(5 sin ) 5,
x

x


  右极限存在,




)(lim
0

xf
x

 )(lim
0

xf
x 

5)(lim
0




xf
x

思考题解答
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定义 1：如果对于任意给定的正数(不论它多么小),

总存在着正数X ,使得对于适合不等式 Xx  的一切 

x,所对应的函数值 )( xf 都满足不等式

 Axf )( , 

那么常数A就叫函数 )( xf 当 x 时的极限,记作 

)()()(lim 


xAxfAxf
x

当或  

定义"" X

.)(,,0,0  AxfXxX 恒有时使当




Axf
x

)(lim

二、自变量趋向无穷大时函数的极限
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定义"" X

.)(,,0,0   AxfXxX 恒有时使当




Axf
x

)(lim

注
 意：

;)()(  .1 的接近程度与刻划了中的 AxfAxf 

.  .2 而确定的是随是任意给定正数，  X

;充分大的程度刻划了中的 xXXx 
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x

y

0

f (x)

A

X– X

其相应的曲线上的点

落在绿色区域内.

 的几何解释   )(lim Axf
x




A的邻域,
 

X
 

> 0,

A+

A–

对满足 |x| > X 的一切点 x,

.)(,,0,0)(lim  


AxfXxXAxf
x

恒有时使当
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:.10 情形x

.)(,,0,0   AxfXxX 恒有时使当

:.20 情形x Axf
x




)(lim

.)(,,0,0   AxfXxX 恒有时使当

Axf
x




)(lim

2.另两种情形:




Axf
x

)(lim:定理 .)(lim)(lim AxfAxf
xx




且
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例1
1lim 0.

x x
证明

证
1 10
x x

  

,0 ,1


X取 时恒有则当 Xx 

1 0 ,
x

  1lim 0.
x x

故

.

)(,)(lim:

的图形的水平渐近线

是函数则直线如果定义 xfycycxf
x




.1


x即

.)(,,0,0)(lim  


AxfXxXAxf
x

恒有时使当
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三、函数极限的性质

1.唯一性

2.函数极限的局部有界性

定理 1  若 )(lim xf 存在,则极限唯一. 

定理 2  若在某个过程下, )(xf 有极限,则存在

过程的一个时刻,在此时刻以后 )(xf 有界. 
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),0(

0,)(lim                          
0






A

AAxf
xx

或

且若定理3(极限的局部保号性)

).0(0),0)((0)(

,),(,0,)(lim 0

o

0






AAxfxf

xUxAxf
xx

或则或

时当且若 推论

).0)((0)(,),(,0 0

o
 xfxfxUx 或时当则 

证明 就A0的情形证明

    因为 Axf
xx




)(lim
0

 当0|xx0
 

| 时
 

有

2
|)(| AAxf    )(

2
xfAA  

2
)( Axf  0 

反证法

极限的局部有界性
 

若函数f (x)在自变量x某变化趋势之
下有极限，则f (x) 对应变化区间上是有界的。

,0

)
2
A( 取
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  AxfA )(

:0A

:0A

若取 ,
2
A

 则在对应的邻域 上

若 ,0)(lim
0




Axf
xx

则存在 使当

时,  有 .
2

)(
A

xf 

定理3’:

2
3)(

2
AxfA 

2
)(

2
3 A

xf
A



),( 0 x



,),( 0 x



),( 0 xx



分析:

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束
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四、小结

函数极限的统一定义

;)(lim Axf
x




;)(lim Axf
x




;)(lim Axf
x




;)(lim
0

Axf
xx




;)(lim
0

Axf
xx




.)(lim
0

Axf
xx




(见下表)
0

0lim ( ) 0, 0, 0 , ( )
x x

f x A x x f x A   


         当 有
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内容小结

1. 函数极限的 ""   或 "" X 定义及应用

2. 函数极限的性质:保号性定理

与左右极限等价定理
思考题

1. 若极限 )(lim
0

xf
xx

存在, )()(lim 0
0

xfxf
xx




2. 设函数 )(xf 且 )(lim
1

xf
x

存在, 则

.          a

Th1

Th3

Th2

是否一定有

2, 1
1, 1

a x x
x x
 
 

？



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

.01.01

______1
3
12 2

2









yzx

z
x
xyx

，必有时，只要

取，问当时，、当

.001.0420
___421 2





yx
xyx
，必有只要

时，取，问当时，、当




证明：二、用函数极限的定义

一、填空题:

0sinlim2

2
12

41lim1
2

2
1












x
x

x
x

x

x

、

、

练 习 题
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.
)(: 0

极限各自存在并且相等必要条件是左极限、右

时极限存在的充分当函数三、试证 xxxf 

?

0)(

存在

时的极限是否在四、讨论：函数  x
x
x

x

作业：作业：P38 5:(1,3,4);7;8;9.P38 5:(1,3,4);7;8;9.
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第四节  无穷小与无穷大

一、无穷小

二、无穷大

三、无穷小与无穷大的关系

四、小结
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如果函数f(x)当xx0
 

(或x)时的极限为零
 

那么称

函数f(x)为当xx0
 

(或x)时的无穷小,记为

无穷小的定义

0

lim ( ) 0 (lim ( ) 0).
x x x

f x f x
 

 

例如：

注意
 

1.无穷小是极限为零的函数
 

而不是很小很小的数.

2.无穷小这个概念和极限过程有关.

一
 

无穷小

1 10lim ,
x

x
x x
 因 所以函数 为当 时的无穷小.
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再例如,

,0sinlim
0




x
x

 .0sin 时的无穷小是当函数  xx

,01lim 
 xx

 .1
时的无穷小是当函数  x

x

,0)1(lim 


 n

n

n
 .})1({ 时的无穷小是当数列 


 n

n

n

特别注意 1.数列也可以定义无穷小.

2.零是可以作为无穷小的唯一的数.
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2、无穷小与函数极限的关系:

证

)(x

 

定理 1  ),()()(lim
0

xAxfAxf
xx




其中 )(x 是当 0xx  时的无穷小.

,0,0,0 0   xx当

 Axf )(

0)(lim
0




x
xx


.)(lim
0

Axf
xx




 )(x
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意义

).(,)(
)()2 0

xAxf
xxf

误差为
附近的近似表达式在给出了函数



1)该定理的主要作用是用普通的函数式

替代极限式)()( xAxf 

AxfAxf
xxx




)(lim)(lim
0

或
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二
 

无穷大

如果当xx0
 

(或x)时 
 

对应的函数值的绝对值
 |f(x)|无限增大称函数f(x)为xx0

 

(或x)时的无穷
 大

 
记为

无穷大的定义




)(lim
0

xf
xx

(或 


)(lim xf
x

)

注：无穷大属于极限不存在的情形

如果

图形的铅直渐近线
0

lim ( )
x x

f x


  0x x
 

则称直线 是函数yf(x)的

1
1

y
x




的图形的铅直渐近线例如
 

直线x1是函数
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


)(lim
0

xf
xx

MxfxxM  )(,0,0,0 0  当




)(lim
0

xf
xx

MxfxxM  )(,0,0,0 0  当




)(lim xf
x

MxfXxXM  )(,,0,0 当
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1

1lim .
1x x



例2 证明

证 .0 M

1
1
x

取

,10  x当

.
1

1lim
1





 xx

.

)(,)(lim: 0
0

的图形的铅直渐近线

是函数则直线如果定义 xfyxxxf
xx





1

 M

M
1
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注意 1.无穷大是变量, 不能与很大的数混淆;

.)(lim.2
0

认为极限存在切勿将 


xf
xx

3. 无穷大是一种特殊的无界变量, 但是无
 

界变量未必是无穷大.

无穷大是其绝对值不断增大的变量。

M

-M

y

xo X
0x

,)(,,0, 成立有若 MxfXxMDX 

..)( 否则称无界上有界在则称函数 Xxf
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三、无穷小与无穷大的关系

时使得当   00,0 ,0 xxM



定理2  在同一过程中,无穷大的倒数为无穷小;
 恒不为零的无穷小的倒数为无穷大.

分析 .)(lim
0




xf
xx

设

Mxf )(恒有
Mxf
1

)(
1

即

.
)(

1,0 为无穷小时当
xf

xx 

,1



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三、无穷小与无穷大的关系

定理2  在同一过程中,无穷大的倒数为无穷小;
 恒不为零的无穷小的倒数为无穷大.

证 .)(lim
0




xf
xx

设

,1)(

0,0,1,0 0












Mxf

xxM

恒有

时使得当取对

.
)(

1 
xf

即

.
)(

1,0 为无穷小时当
xf

xx 
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.0)(,0)(lim,
0




xfxf
xx

且设反之

,1)(

0,0,0 0

M
xf

xxM





恒有

时使得当

.
)(

1 M
xf

从而

.
)(

1,0 为无穷大时当
xf

xx 

,0)( xf由于

意义
 

关于无穷大的讨论,都可归结为关于无穷小
 的讨论.



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

.0)1(lim
1




x
x



.
1

1lim
1





 xx

2例
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四、小结

1、主要内容: 两个定义;两个定理.

2、几点注意:

无穷小与无穷大是相对于过程而言的.

（1）无穷小（大）是变量,不能与很小（大）的数混
 淆，零是唯一的无穷小的数；

（2）无界变量未必是无穷大.
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内容小结

1. 无穷小与无穷大的定义

2. 无穷小与函数极限的关系

Th1

3. 无穷小与无穷大的关系

Th2
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思考题

若 0)( xf ，且 Axf
x




)(lim ，

问：能否保证有 0A 的结论？试举例说明.

思考题解答

不能保证.

例
x

xf 1)(  ,0x 有 01)( 
x

xf




)(lim xf
x

.01lim 


A
xx
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一、填空题:

1、凡无穷小量皆以________为极限.

.)(
,__________2

的水平渐近线

是函数直线条件下、在

xfy
cy





.)0lim(

,)(_______)(lim3

0

0













xx

xx
AxfAxf

其中

、

.______
,)(,4

是无穷小则

是无穷大若、在同一过程中 xf

.10,,

21,0:

4




yx
x

xyx

能使应满足什么条件问是无穷大

函数时当二、根据定义证明

练 习 题
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.,0

,]1,0(1sin1

这个函数不是无穷大时

但当上无界在区间三、证明函数





x
xx

y

作业：作业：P42 2:(1,2);4;6.P42 2:(1,2);4;6.
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第五节  极限运算法则

一、无穷小的运算性质

二、极限运算法则

三、求极限方法举例

四、小结

重点：扎实、熟练掌握极限运算法则
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一、无穷小的运算性质

,0时的两个无穷小是当及设 xx 

定理1  有限个无穷小的和仍是无穷小.

考虑两个无穷小的和

时的无穷小。也是当则 0xx  

注意:无穷多个无穷小的代数和未必是无穷小.

证明略



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

例 2

321lim
n

n
n





求

2
1

2
1lim

)1(
2
1

lim

321lim

2

2

















n
n

n

nn

n
n

n

n

n



注
 意：
极限的运算法则只能推广到有限多项，当

 项数无限时，要先求和（或积）再求极限

0
000

lim2lim1lim

321lim

222

2


















n
n

nn

n
n

nnn

n

思考:对比解1、解2, 判断哪种解法正确,并分析原因


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定理2  有界函数与无穷小的乘积是无穷小.

证 内有界，在设函数 ),( 10

o
xUu

.,0,0,0 101 MuxxM  恒有时使得当则 

,0时的无穷小是当又设 xx 

.,0,0,0 202 M
xx 

  恒有时使得当

恒有时则当 ,0 0  xx

 uu
M

M 
 ,

.,0 为无穷小时当  uxx
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推论1  常数与无穷小的乘积是无穷小.
推论2  有限个无穷小的乘积也是无穷小.

2
2 2

1 1, 0 , sin , arctanx x x
x x

例如当 时 都是无穷小

解1： ,0lim
0




x
x


2

1| sin | 1,
x

而

2

10 , sin .x x
x

即当 时 是无穷小量， 是有界量

20

1lim sin 0
x

x
x

 

解2：  2 20 0 0

1 1lim sin lim limsin 0
x x x

x x
x x  

   

思考:对比解1、解2, 判断哪种解法正确,并分析原因。
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二、极限运算法则

定理3：

.0,
)(
)(lim)3(

;)]()(lim[)2(
;)]()(lim[)1(

,)(lim,)(lim







B
B
A

xg
xf

BAxgxf
BAxgxf

BxgAxf

其中

则设

注意：只有在两极限存在的前提下，才有：

和的极限等与极限的和.

差、积、商
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)]()([ xgxf  ))((   BA

   )( BAAB

)()]()([lim BAxgxf （2）

.)(lim,)(lim BxgAxf 

.0,0.)(,)(  其中BxgAxf

由无穷小运算法则,得

)()]()([lim BAxgxf 

0

则设 ,)(lim,)(lim BxgAxf 

证（2）
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推论1

).(lim)](lim[
,,)(lim

xfcxcf
cxf


则为常数而存在如果

常数因子可以提到极限记号外面.

.)]([lim)](lim[
,,)(lim

nn xfxf
nxf



则是正整数而存在如果推论2
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定理4

.lim0,2,10)3(

;)(lim)2(

;)(lim)1(

,lim,lim

B
A

y
x

Bny

BAyx

BAyx

ByAx

n

n

nn

nnn

nnn

nnnn

















时，）且（当

则设



数列极限的运算法则
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定理5(保序性)
0 0

o

0

lim ( ) , lim ( ) .

0, ( , ), ( ) ( ), .

x x x x
x a x b

x U x x x a b

 

   

 
 

     

设

若 有 则

由第四节定理3可得 )()()( xxxf  令
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小结: ,)(.1 1
10 n

nn axaxaxf   设

n
n

xx

n

xxxx
axaxaxf  


1

10 )lim()lim()(lim
000

n
nn axaxa   1

0100 ).( 0xf

则有且设 ,0)(,
)(
)()(.2 0  xQ

xQ
xPxf

)(lim

)(lim
)(lim

0

0

0 xQ

xP
xf

xx

xx

xx







)(
)(

0

0

xQ
xP

 ).( 0xf

.,0)( 0 则商的法则不能应用若 xQ

?)(lim
0




xf
xx

则

（多项式与分式函数代入法求极限）

三、求极限方法举例
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例2 .
53

1lim 2

3

2 


 xx
x

x
求

解 )53(lim 2

2



xx

x
 52322  ,03 

53
1lim 2

3

2 



 xx

x
x

.
3
7


3

123 

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解 )32(lim 2

1



xx

x
 ,0 商的法则不能用

)14(lim
1




x
x

又 ,03 

14
32lim

2

1 



 x

xx
x

.0
3
0


由无穷小与无穷大的关系,得

例2 .
32

14lim 21 


 xx
x

x
求

.
32

14lim 21





 xx
x

x











)32(lim

)14(lim
2

1

1

xx

x

x

x



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

解
21 1

1

3 3lim lim
9 ( 3)( 3)

1lim
3

1.
6

x x

x

x x
x x x

x

 



 


  






)
0
0( 型 (因式分解后消去零因子)

2

23

3lim .
9x

x
x




例3.求
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解

)( 型



.,,3 再求极限分出无穷小去除分子分母先用x

3 2 3

3 2

3

4 233 4 2 3lim lim .5 37 5 3 77
x x

x x x x
x x

x x
 

  
 

   

(无穷小因子分出法)

3 2

3 2

3 4 2lim .
7 5 3x

x x
x x

 
 

例 5   求
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小结: 为非负整数时有和当 nmba ,0,0 00 

n
nn

m
mm

x bxbxb
axaxa








 


1
10

1
10lim

无穷小分出法:以分母中自变量的最高次幂除分
 

子、分母, 以分出无穷小, 然后再求极限.






















,,
,,0

,,
0

0

mn
mn

mn
b
a

当

当

当
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例6 .sinlim
x

x
x 

求

解 ,1, 为无穷小时当
x

x 

.sin 是有界函数而 x

.0sinlim 
 x

x
x

（利用无穷小运算性质求极限）
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.)(lim)]([lim
)]([

)(lim)(

)(lim
)(

0

0

0

0

0

Aufxf
xxxf

Aufaxx

axaxx
xu

auxx

au

xx

























时的极限也存在，且当则复合函数

，，又的某去心邻域内但在点

，，即时的极限存在且等于当

运算法则）设函数定理（复合函数的极限

)]([lim
0

xf
xx




)(lim uf
au

)(xu 令

)(lim
0

xa
xx





意义： 变量替换求极限的依据
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四、小结

1.极限的四则运算法则及其推论;

2.极限求法;

a.多项式与分式函数代入法求极限;

b.消去零因子法求极限;

c.无穷小因子分出法求极限;

d.利用无穷小运算性质求极限;

e.利用左右极限求分段函数极限.
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.__________1sinlim5 2

0


 x
x

x
、

.__________
3
3lim1

3

2





 x
x

x
、

一、填空题:

.__________
1

1lim2
31





 x
x

x
、

.__________)112)(11(lim3 2 
 xxxx

、

.__________
5

)3)(2)(1(lim4 3 


 n
nnn

n
、

.__________coslim6 
  xxx ee

x
、

练 习 题
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.__________
23

24lim7 2

24

0





 xx
xxx

x
、

.__________
)12(

)23()32(lim8 50

3020





 x

xx
x

、

二、求下列各极限:

)
2
1...

4
1

2
11(lim1 nn




、

h
xhx

h

22

0

)(lim2 


、

)
1

3
1

1(lim3 31 xxx 



、
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38 2
31lim4

x
x

x 



、

)(lim5 xxxx
x




、

14
12lim6




 x

x

x
、

2
lim7

1 



nm

nm

x xx
xx

、

作业：作业：P49 P49 
1:(3,7,10,14);2;3;6.1:(3,7,10,14);2;3;6.
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第六节 极限存在准则
 

两个重要极限

一、极限存在准则

二、两个重要极限

三、小结

要求：了解准则内容，掌握两个重要极限.
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准则 I

极限存在准则

如果函数f(x)、g(x)及h(x)满足下列条件
(1) g(x)f(x)h(x)
(2)lim g(x)A

 
lim h(x)A

那么lim f(x)存在
 

且lim f(x)A

准则II 单调有界数列必有极限

0 0

sin1.  lim 1 (  lim 1)
sinx x

x x
x x 

 或

1

0

12.  lim(1 )  (  lim(1 ) )x x
x x

e x e
x 

   或

外大内小
内外互倒
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一、极限存在准则
 

1.夹逼准则

准则Ⅰ  如果数列 nn yx , 及 nz 满足下列条件: 

,lim,lim)2(
)3,2,1()1(

azay
nzxy

nnnn

nnn








 

那么数列 nx 的极限存在, 且 axnn



lim . 

证 ,, azay nn 

使得,0,0,0 21  NN
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,1  ayNn n时恒有当

},,max{ 21 NNN 取

恒有时当 ,Nn 

, aya n即

,2  azNn n时恒有当

, aza n

当n>N时, 上两式同时成立,

,  azxya nnn

,成立即  axn .lim axnn




上述数列极限存在的准则可以推广到函数的极限

证 ,, azay nn 
使得,0,0,0 21  NN
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准则Ⅰ′ 如果当 ),( 0

o
xUx (或 Mx  )时,有 

,)(lim,)(lim)2(
),()()()1(

)()(
00

AxhAxg
xhxfxg

x
xx

x
xx










 

那么 )(lim
)(

0

xf
x

xx



存在, 且等于A. 

注意:

.
,

的极限是容易求的与并且

与键是构造出利用夹逼准则求极限关

nn

nn

zy
zy

准则Ⅰ和准则Ⅰ′称为夹逼准则.
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例1 ).1
2

1
1

1(lim
222 nnnnn 







求

解 ,
1

1
1

1
2222 








 n

n
nnnnn

n 

n
nn

n
nn 11

1limlim
2




 
又 ,1

2

2 11

1lim
1

lim

n
n

n
nn




 
,1 由夹逼定理得

.1)1
2

1
1

1(lim
222








 nnnnn


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x1x 2x 3x 1nxnx

满足条件如果数列 nx

,121   nn xxxx 单调增加

,121   nn xxxx 单调减少
单调数列

准则Ⅱ  单调有界数列必有极限.

几何解释:

A M

一、极限存在准则
 

2.单调有界准则
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例4

.

)(333

极限的极限存在，并计算其

重根式证明数列 nxn  

证

,, 1 kk xxkn 时假设

,331 x ,3kx假定

kk xx  31则 33  ,3   ;有界nx

.lim)2()1( 存在得，和由 nn
x



,31 nn xx 显然  ;)1( 是单调递增的nx

  kk xxkn 3,1 1时则

  ;)2( 有界nx

 332x ,3 1x

,3 1 kk xx  

  nx
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A

C

二、两个重要极限

A

B

(1) 1sinlim
0


 x

x
x

)
2

0(,, 
 xxAOBO 圆心角设单位圆

,tan,,sin ACxABxBDx  弧于是有

xo

B

D

.ACO，得作单位圆的切线

,xOAB的圆心角为扇形 ,BDOAB的高为

,tansin xxx  ,1sincos 
x

xx即

< <
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,tansin xxx  ,1sincos 
x

xx即

处连续在 0cos xx

,10coscoslim
0




x
x

,11lim
0


x

又

.1sinlim
0


 x

x
x

根据夹逼准则，有

.0
2

也成立上式对于 


 x ? 令x=-t

?
sin

lim
0


 x

x
x

问：
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1sinlim
0


 x

x
x

1
sin

lim
0


 x

x
x

或

应用时注意：

1    sinlim 
ax

1    sinlim 
x

1
    sin

lim 
ax

1
    sin

lim 
x

0
( ) 0

sin ( ) sin ( )lim lim 1.( ) ( )x xx

x x
x x

 
  

 

注：一般地，若x→x0时，函数φ(x)→0，则有
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例1. 求 .tanlim
0 x

x
x 

解: 
x

x
x

tanlim
0









 xx
x

x cos
1sinlim

0

x
x

x

sinlim
0

 xx cos
1lim

0


1
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例2 .cos1lim 20 x
x

x




求

解 2

2

0

2
sin2

lim
x

x

x
原式

2

2

0
)

2
(

2
sin

lim
2
1

x

x

x


2

0
)

2

2
sin

(lim
2
1

x

x

x
 21

2
1
 .

2
1


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  例 3  求 
0

arcsinlim
x

x
x

 

 

  解：令 arcsin ,t x 则 sin ,x t 当 0x 时， 0t  

由极限的运算法则可得 

 

0

0 0

0

lim1arcsin 1lim lim 1sin sinlim
t

x t

t

x
t tx

t t



 



  
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Ex: 
 x

x
x

sinlim
0


 x

x
x

sinlim


 x

x
x

1sinlim
0


 x

x
x

1sinlim

1

1

0

0




t
tt
sin1lim

0

t
x 1
令
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(2) e
x

x

x



)11(lim

二、两个重要极限

)1 ( 

2.718 281 828 45 ……，记作e；即

无理数e是自然对数的底，在数学和其他
 

科学技术中经常用到它。
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例、设 ,),2,1()1( 1  nx n
nn 证明数列 nx

极限存在 .   

证: 利用二项式公式 , 有
n

nnx )1( 1

1 n
n 1
!1 2

1
!2

)1(
n

nn  3
1

!3
)2)(1(

n
nnn  

nnn
nnnn 1

!
)1()1(  

 11

) 1( 1
!

1
nn  ) 1( 2

n ) 1( 1
n

n

)1( 1
!2

1
n )1( 1

!3
1

n )1( 2
n



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

 11nx

) 1( 1
!

1
nn  ) 1( 2

n ) 1( 1
n

n

)1( 1
!2

1
n )1( 1

!3
1

n )1( 2
n

 111nx )1( 1
1

!2
1

 n )1)(1( 1
2

1
1

!3
1

  nn 

)1()1)(1( 11
2

1
1

!)1(
1

  n
n

nnn 
大 大

正

),2,1(1   nxx nn

 11)1( 1 n
nnx !2

1
!3

1 !
1
n又

比较可知
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根据准则 2 可知数列  nx

记此极限为 e ,

en
nn




)1(lim 1

e 为无理数 , 其值为

590457182818284.2e

即

有极限 .

 11)1( 1 n
nnx !2

1
!3

1 !
1
n

 11 2
1

22
1 12

1
 n

又

3
2
1

2
1

1

1
1






n

12
13  n

 nx

en
nn




)1(lim 1

590457182818284.2e

 11)1( 1 n
nnx !2

1
!3

1 !
1
n

 11 2
1

22
1 12

1
 n

3
2
1

2
1

1

1
1






n

12
13  n
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根据准则 II 知：

e
n

n

n



)11(lim

n

nn n
nf )11(lim)(lim 



)71828.2( e

一定存在，该极限值用字母 e 表示.

可以证明，对于连续变量 x , 也有

.)11(lim e
x

x

x



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,1时当 x ,1][][  xxx有

,)
][

11()11()
1][

11( 1][][ 


 xxx

xxx

)
][

11(lim)
][

11(lim)
][

11(lim ][1][

xxx x

x

x

x

x







而 ,e

11][

][

)
1][

11(lim)
1][

11(lim

)
1][

11(lim




















xx

x

x

x

x

x

x

,e

.)11(lim e
x

x

x



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,xt 令

t

t

x

x tx



 )11(lim)11(lim t

t t
)

1
11(lim





)
1

11()
1

11(lim 1





 

 tt
t

t
.e

e
x

x

x



)11(lim

,1
x

t 令 t

t
x

x t
x )11(lim)1(lim

1

0



.e

ex x
x




1

0
)1(lim )1 ( 

.)11(lim e
x

x

x






南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

e
x

x

x



)11(lim

ex x
x




1

0
)1(lim )1 ( 

e
n

n

n



)11(lim

一般形式： e
x

x

x




)(

)(
)

)(
11(lim 

 

ex x

x




)(
1

0)(
))(1(lim 




两种错误的形式： ex x
x




1

)1(lim

e
x

x

x



)11(lim

0

) ( 0
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例4 .)11(lim x

x x



求

解
xx

x






)11(

1lim1])11[(lim 

 
 x

x x
原式

e
1



例 .)
2
3(lim 2 x

x x
x





求

解 x

x x
2)

2
11(lim





原式

12  e

e
x

x

x




)(

)(
)

)(
11(lim 

 
)1 ( 

)1 ( 

422 )
2

11(])
2

11[(lim 

 





xx
x

x

)22(2 x

2e

4)2(2 x baba xxx 
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三、小结

1.两个准则

2.两个重要极限

夹逼准则;  单调有界准则 .

;1sinlim10 



某过程
.)1(lim2

1
0 e 

某过程

,为某过程中的无穷小设
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思考题

求极限  xxx

x

1

93lim 

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思考题解答

 xxx

x

1

93lim 


  x

x
xx

x

1
1

1
3
19lim 






 



x

xx

xx


 
















 

3
1

3

3
11lim9 99 0  e
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.__________3cotlim4
0




xx
x

、

一、填空题:

._________sinlim1
0


 x

x
x


、

.__________
3sin
2sinlim2

0


 x
x

x
、

.__________
2

sinlim5 
 x

x
x

、

._________)1(lim6
1

0




x
x

x、

练 习 题

.__________cotlim3
0


 x

x
x

、
arc
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x

x
x 2tan

4

)(tanlim2




、

._________)1(lim7 2 




x

x x
x

、

._________)11(lim8 


x

x x
、

xx
x

x sin
2cos1lim1

0




、

x

x ax
ax )(lim3





、

二、求下列各极限:

n

n n
n )

1
1(lim4

2





、
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  5、 nnn

n

1

)321(lim 


三、 利用极限存在准则证明数列

,......222,22,2  的极限存在，并求

出该极限 .

作业：作业：P56 P56 
1:(2,4,5,6);2(1,4);4;6.1:(2,4,5,6);2(1,4);4;6.
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一、1、；     2、
3
2
；     3、1；     4、

3
1
 ；

    5、0；      6、e；     7、 2e ；    8、
e
1
；

二、1、2；      2、
e
1
；     3、 ae 2 ；   4、 1e  ；

    5、3.

三、 2lim 
 nx

x .

练习题答案
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第七节  无穷小的比较

一、无穷小的比较

二、等价无穷小替换

三、小结

重点：等价无穷小替换
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第七节 无穷小的比较

,0时x xxx sin,,3 2 都是无穷小,引例 .

x
x

x 3
lim

2

0
,0

20

sinlim
x

x
x

,

x
x

x 3
sinlim

0
,

3
1

但

可见无穷小趋于 0 的速度是多样的 . 
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；记作

高阶的无穷小是比，就说如果

)(

,0lim)1(







o

定义: .0,,  且穷小是同一过程中的两个无设

;,0lim)3( 是同阶的无穷小与就说如果 



 C

;~

;,1lim







记作

是等价的无穷小与则称如果特殊地，

低阶的无穷小．是比，就说如果２ 

lim)(

问题：如何刻画两个无穷小在同一过程中趋于零的“快
 

慢” 速度？ 引入“阶”的概念

“快些”趋于零比显然 

“慢些”趋于零比显然 

“同样快慢”趋于零大体与 
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所以，“β是比α高阶的无穷小量 ” 等价于
 “α是比β较低阶无穷小量 ”。

注意













lim0lim          

00  )1( 时，由于，当

(2)  同样，“β与α是同阶无穷小量 ” 等价于
 

“α与β是同阶无穷小量 ”。

(3)  “β与α是等价无穷小量 ” 等价于“α与
 

β是等价无穷小量 ”。
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1
( ).o

 
   

定理 与 是等价无穷小的的充分必要条件

为

证 必要性 ，设  ~







 

 1limlim






，0

．，即 )()(  oo

充分性 ．设 )( o






 )(limlim o

）（１＋




)(lim o ，1

． ~
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例1、证明: 当 0x 时, 11 n x ～ x
n
1

证:              lim
0x

11 n x
xn

1

0
lim



x

  11  nn x
xn

1    11  nn x   21  nn x 1

1

,0时当  x 11 n x ～ x
n
1

 nn ba )( ba  1( na ban 2 )1 nb
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二、等价无穷小替换

定理(等价无穷小替换定理)

.limlim,lim~,~
















 则存在且设

证 
lim )lim(

























 limlimlim .lim




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常用等价无穷小: ,0时当 x

,~)1ln(     ,~arctan
,~tan      ,~arcsin  ,~sin

xxxx
xxxxxx



)0(~1)1(  aaxx a,
2
1~cos1 2xx

xx
2
1~11  特别地，

xe x ~1 
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例3

解

)1ln(
lim1lim

00 u
u

x
e

u

x

x 







.1lim
0 x
e x

x




求

,1 ue x 令 ,0,0  ux 有时则当

eln
1

 .1

.1~0  xexx 时，即，当

),1ln( ux 即,1 ue x 

u
uu )1ln(

1lim
0 



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例4 .
cos1

2tanlim
2

0 x
x

x 
求

解 .2~2tan,
2
1~cos1,0 2 xxxxx  时当

2

2

0

2
1

)2(lim
x

x
x

原式 .8

不能滥用等价无穷小代换.

对于代数和中各无穷小不能分别替换.

注意
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例5 .
2sin
sintanlim 30 x

xx
x




求

解 .~sin,~tan,0 xxxxx 时当 

30 )2(
lim

x
xx

x





原式 .0

解 ,0时当 x

)cos1(tansintan xxxx  ,
2
1~ 3x

,2~2sin xx

3

3

0 )2(
2
1

lim
x

x
x

原式 .
16
1



错



注意
 

：只可对函数的因子作等价无穷小代
 

换，对于代数和中各无穷小不能分别代换.
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二、等价无穷小替换

定理(等价无穷小替换定理)

.limlim,lim~,~
















 则存在且设

证 
lim )lim(

























 limlimlim .lim




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常用等价无穷小: ,0时当 x

~sin x

~1)1(  ax

~cos1 x

xx
2
1~11  特别地，

~1 xe

~arcsin x,x ~tan x ,x

~arctan x

,x

~)1ln( x

,x

,x x

,
2
1 2x

)0( aax
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3
sinlim 30  xx

x
x

解
 

当x0时
 

tan 2x~2x
 

sin 5x~5x
 

所以

解
 

当x0时sin x~x
 

无穷小x33x与它本身显然是等价
 的

 
所以

若~ ~ 且



lim 存在 则 








 limlim 

例3 求
x
x

x 5sin
2tanlim

0


x
x

x 5sin
2tanlim

0

例4 求
xx

x
x 3

sinlim 30 


5
2lim

0


 x
x

x 5
2 

3
lim 30 


 xx

x
x 3

1lim 20 


 xx 3
1 
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例5.

2
3
1 x

2
2
1 x

求 .
1cos

1)1(lim
3
1

2

0 


 x
x

x

解: ,0时当 x

~1)1( 3
12  x 2

3
1 x

~1cos x 2

2
1 x

0
lim



x

原式
3
2





南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

Ex .
2sin
sintanlim 30 x

xx
x




求

解 .~sin,~tan,0 xxxxx 时当 

30 )2(
lim

x
xx

x





原式 .0

解 ,0时当 x

)cos1(tansintan xxxx  ,
2
1~ 3x

,2~2sin xx

3

3

0 )2(
2
1

lim
x

x
x

原式 .
16
1



错



切记，只可对函数的因子作等价无穷小代
 

换，对于代数和中各无穷小不能分别代换.
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三、小结

1.无穷小的比较:
反映了同一过程中,  两无穷小趋于零的速度

 快慢,  但并不是所有的无穷小都可进行比较.

2.等价无穷小的替换:
求极限的又一种方法,  注意适用条件.

高(低)阶无穷小;  等价无穷小;  无穷小的阶.
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思考题

任何两个无穷小量都可以比较吗？

思考题解答

不能． 例当
 

时x

,1)(
x

xf 
x

xxg sin)(  都是无穷小量

但 
 )(

)(lim
xf
xg

x
x

x
sinlim


不存在且不为无穷大

故当
 

时x )( xf 和 )( xg 不能比较.
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一、 填空题：

1、
x
x

x 2sin
3tanlim

0
=__________.

2、 m

n

x x
x
)(sin

arcsinlim
0

=________.

3、
x

x
x

)21ln(lim
0




=_________.

4、
xx

xx
x arctan

1sin1lim 20




=________.

5、 n
n

n

x
2

sin2lim


=________.

6、
x

ax n

x

1)1(lim

1

0




=_________.

练 习 题
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7、当 0x 时， )0(3  aaxa
   对于 x 是_______阶无穷小 .

8、当 0x 时，无穷小 xcos1 与 nmx 等价，则

   .______________, nm 
二、求下列各极限：

1、
x

xx
x 30 sin

sintanlim 


；

2、




 




eelim ；

3、
x

xx
x

 sinsinlim
0




；

4、
ax

ax
ax 




tantanlim ；
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三、 证明：若  , 是无穷小，则 )(0~   .

四、设 f(x)=
1

)cos(
2

sin
lim 2

12





 n

n

n x

bxaxx 

    求：1、 )(xf 的表达式 .

       2、确定 ba, 的值,使得 )1()(lim
1

fxf
x




，

        )1()(lim
1




fxf
x

 .

作业：作业：P59 4;5.P59 4;5.
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一、1、
2
3
；   2、












nm
nm
nm

,
,1
,0

；3、2；    4、；

    5、x；   6、
n
a
；       7、3；    8、

2
1
, 2.

二、1、
2
1
；   2、 e ；      3、   ； 4、 a2sec .

练习题答案
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四、1、 




























1),cos(

1,
2

)cos(1

1,
2

)cos(1

1,2
sin

xbxa

xba

xba

x
x

x

；

    2、 0,),1,0(2  bkka  .
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第八节  函数的连续性与间断点

一、函数的连续性

二、函数的间断点

三、小结
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变量的增量

设函数yf(x)在点x0
 

的某一个邻域U(x0
 

)内有定义

则称∆x为自变量x的增量, yf(x0
 

x)f(x0
 

)为函数y的增
 量

当自变量x由x0
 

变化到x0
 

+∆x，相应地 y由y0变化到y0
 

+∆y.

三、函数的连续性

(一)、函数的连续性概念

注意: “增量”不一定大于零,它可正可负，但
 不能为0
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函数的连续性定义

提示:

0lim
0




y
x

设xx0
 

+x
 

则当x0时
 

xx0
 


 

因此

设函数 yf(x) 在点x0
 

及其邻域内有定义
 

如果

那么就称函数 yf(x) 在点x0
 

处连续

0lim
0




y
x

 或 )()(lim 0
0

xfxf
xx






yf(x0
 

x)f(x0
 

)

 0)]()([lim 0
0




xfxf
xx

 )()(lim 0
0

xfxf
xx





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定义""  

.)()(,,0,0 00   xfxfxx 恒有时使当

问题：函数在点x0

 

连续与存在极限的区别？

1) f (x) 在x=x0
 

必须有定义 2) A= f (x0
 

)

一、函数的连续性

1.连续的定义

定义 1  设函数 )( xf 在 ),( 0 xU 内有定义,若

)()(lim 0
0

xfxf
xx




,那么就称函数 )( xf 在点
0x 连续. 
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定义 2  设函数 )(xf 在 ),( 0 xU 内有定义,如果

0lim
0




y
x

，那么就称函数 )(xf 在点
0x 连续,

0x 称为

)(xf 的连续点. 

定义 1  设函数 )(xf 在 ),( 0 xU 内有定义,若

)()(lim 0
0

xfxf
xx




,那么就称函数 )(xf 在点
0x 连续. 

即 0)]()([lim 000



xfxxf

x
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函数的连续性定义

设函数 yf(x) 在点x0
 

及其邻域内有定义
 

如果

那么就称函数 yf(x) 在点x0
 

处连续

0lim
0




y
x

 或 )()(lim 0
0

xfxf
xx






(1) f(x)在x0点有定义,即有确定的函数值f(x0
 

);

(2) f(x) 在x0点极限存在;

(3) f(x) 在x0点的极限值等函数值,即
0

0lim ( ) ( ).
x x

f x f x




函数
 

在
 

点连续,须满足三个条件:( )y f x 0x
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3.单侧连续

;)(
),()0(,],()(

0

000

处左连续在点则称

且内有定义在若函数

xxf
xfxfxaxf 

定理

.
)()( 00

处既左连续又右连续

在是函数处连续在函数 xxfxxf 

.)(
),()0(,),[)(

0

000

处右连续在点则称

且内有定义在若函数

xxf
xfxfbxxf 
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4.连续函数与连续区间

在区间上每一点都连续的函数,叫做在该区间上
 的连续函数,或者说函数在该区间上连续.

.],[)(
,,

,),(

上连续在闭区间函数

则称处左连续在右端点处右连续

并且在左端点内连续如果函数在开区间

baxf
bxax

ba


连续函数的图形是一条连续而不间断的曲线.

例如, .),(sin 内是连续的在区间函数  xy
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例 .),(sin 内连续在区间函数证明  xy

证 ),,( x任取

xxxy sin)sin(  )
2

cos(
2

sin2 xxx 





,1)
2

cos( 



xx .

2
sin2 xy 

则

,0, 时当对任意的  ,sin 有

,
2

sin20 xxy 


故 .0,,0  yx 由夹逼准则时当

.),(sin 都是连续的对任意函数即  xxy
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间断点的定义

设函数 f(x)在点x0
 

的某去心邻域内有定义
 

在此前提
 下

 
如果函数 f(x)有下列三种情形之一

(1)在x0
 

没有定义

则函数 f(x)在点x0
 

不连续
 

而点x0
 

称为函数 f(x)的不连续
 点或间断点

(2)虽然在x0
 

有定义
 

但
 

f(x)不存在
0

lim
xx

(3)虽然在x0
 

有定义且
 

f(x)存在
 

但
 

f(x)f(x0
 

)
0

lim
xx 0

lim
xx

（二）、
 

函数的间断点
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间断点的类型
第一类间断点

第二类间断点
间断点

设 x0是函数f(x)的间断点
 

如果左极限f(x0
-)及右极

 限f(x0
+)都存在

 
那么x0称为函数f(x)的第一类间断点

1.第一类间断点

在第一类间断点中
 

左、右极限相等者称为可
 去间断点

 
不相等者称为跳跃间断点

可去间断点

跳跃间断点

2.第二类间断点

左极限f(x0
-)及右极限f(x0

+)至少有一个不存在
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例如:

xy tan)1( 

2
x 为其无穷间断点 .

0x 为其振荡间断点 .

x
y 1sin)2( 

1x 为可去间断点 .

1
1)3(

2





x
xy

xy tan

2
 x

y

o

x

y
x

y 1sin

0
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)1(1)(lim
1

fxf
x




显然

1x 为其可去间断点 .









1,
1,

)(
2
1 x

xx
xfy(4)

1 xo

y

2
1
1

(5) 











0,1
0,0
0,1

)(
xx
x
xx

xfy

x

y

o
1

1
,1)0( f 1)0( f

0x 为其跳跃间断点 .
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三、小结

1.函数在一点连续必须满足的三个条件;

3.间断点的分类与判别;

2.区间上的连续函数;

第一类间断点:跳跃型, 可去型.

第二类间断点:无穷型,振荡型.
间断点

(见下图)
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思考题

        若 )( xf 在 0x 连续，则 |)(| xf 、 )(2 xf 在 0x 是

否连续？又若 |)(| xf 、 )(2 xf 在 0x 连续， )( xf 在

0x 是否连续？
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思考题解答

 )(xf 在 0x 连续， )()(lim 0
0

xfxf
xx




)()()()(0 00 xfxfxfxf 且

)()(lim 0
0

xfxf
xx















)(lim)(lim)(lim

000

2 xfxfxf
xxxxxx

)( 0
2 xf

故 |)(| xf 、 )(2 xf 在 0x 都连续.
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但反之不成立.

例








0,1
0,1

)(
x
x

xf 在 00 x 不连续

但 |)(| xf 、 )(2 xf 在 00 x 连续
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一、 填空题：

1、 指出
23

1
2

2





xx

xy  在 1x 是第_______类间

断点；在 2x 是第_____类间断点 .

2、 指出
)1( 2

2





xx

xxy 在 0x 是第________类间

断点；在 1x 是第______类间断点；在 1x
是第_____类间断点 .

二、 研究函数









1,1
1,

)(
x
xx

xf 的连续性，并画出函数

    的图形 .

练 习 题
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三、 指出下列函数在指定范围内的间断点，并说明这些

间断点的类型，如果是可去间断点，则补充或改变函

数的定义使它连续 . 

1、 








1,3
1,1

)(
xx
xx

xf 在 Rx 上 . 

2、 
x

xxf
tan

)(  ,在 Rx 上 . 

四、 讨论函数 n

n

n x
xxf 2

2

1
1lim)(






的连续性，若有间断

点，判断其类型 . 

五、试确定 ba, 的值,使
)1)((

)(





xax
bexf

x

，有无穷

间断点 0x . 


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一、1、一类,二类；  2、一类,一类,二类.

二、 ,),1()1,()( 内连续与在 xf 1x 为跳跃间

    断点.

三、1、 1x 为第一类间断点；

    2、 ,
2
为可去间断点


 kx

       )0(  kkx 为第二类间断点.

       













0,1

2
,,

tan)(1

x

kkx
x

x
xf

       ),2,1,0( k ,

练习题答案
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),2,1,0(

2
,0

2
,,

tan)(2 














 k
kx

kkx
x

x

xf .   

四、
















1,
0,0
1,

)(
xx

x
xx

xf 1x 和 1x 为第一类间断点. 

五、 ;1,0  ba  
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作业：作业：P65 3:(2,3,4);4;7.P65 3:(2,3,4);4;7.
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第九节
 

连续函数的运算与
 

初等函数的连续性

一、连续函数的和、积及商的连续性

二、反函数与复合函数的连续性

三、初等函数的连续性

四、小结
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一、连续函数的和、积及商的连续性

定理1

.

)0)((
)(
)(),()(),()(

,)(),(

0

0

0

处也连续在点

则

处连续在点若函数

x

xg
xg
xfxgxfxgxf

xxgxf



例如, ,),(cos,sin 内连续在 xx

.csc,sec,cot,tan 在其定义域内连续故 xxxx

. 连续三角函数在其定义域内即
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二、反函数与复合函数的连续性

定理2  严格单调的连续函数必有严格单调的连
 续反函数.

例如, ,]
2

,
2

[sin 上单调增加且连续在


 xy

.]1,1[arcsin 上也是单调增加且连续在故  xy

;]1,1[arccos 上单调减少且连续在同理  xy

.],[cot,arctan 上单调且连续在  xarcyxy

反三角函数在其定义域内皆连续.
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例
 

求极限 23

3lim
9x

x
x




2

3
9

xy u u
x


 


原函数由 和 复合而成，

23 3

3lim lim
9x x

xu
x 





且

3

1 1lim
3 6x x

 


，
1
6

y u x 而 在

2 13
6

3 6lim lim .
9 6x u

x u
x 


 

处连续，所以

定理3    

设函数yf[g(x)]由函数yf(u)与函数ug(x)复合而成

gfDxU 


)( 0  若 0)lim
0

uxg
xx




 而函数 yf(u)在 0u 连续 则

)()(lim)][lim 0
00

ufufxgf
uuxx






解：
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.)]([
,)(,)(

,)(

0

000

0

也连续在点则复合函数

连续在点而函数

且连续在点设函数

xxxfy
uuufyux

xxxu





定理4

注意
 

定理4是定理3的特殊情况.

例如, ,),0()0,(1
内连续在  

x
u

,),(sin 内连续在  uy

.),0()0,(1sin 内连续在  
x

y



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

三、初等函数的连续性

三角函数及反三角函数在它们的定义域内是
 连续的.

★

★ )1,0(  aaay x指数函数

;),( 内单调且连续在 

★ )1,0(log  aaxy a对数函数

;),0( 内单调且连续在 

定理5  基本初等函数在定义域内是连续的.
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★
xy  xaa log ,uay  .log xu a

,),0( 内连续在  ,不同值讨论

(可以证明，幂函数均在其定义域内连续 )

定理6  一切初等函数在其定义区间内都是连
 续的.

注意
 

定义区间是指包含在定义域内的区间.



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

初等函数仅在其定义区间内连续,   在其定义域
 内不一定连续

例如, ,1cos  xy ,4,2,0: xD

这些孤立点的邻域内没有定义.

,)1( 32  xxy ,1,0:  xxD 及

在0点的邻域内没有定义.

.),1[ 上连续函数在区间 

注意

注意
 

初等函数求极限的方法代入法.
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例5 .11lim
2

0 x
x

x




求

解 )11(
)11)(11(lim 2

22

0 



 xx

xx
x

原式

11
lim 20 


 x

x
x 2

0
 .0

)()()(lim 00
0

定义区间


xxfxf
xx

型
0
0
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:)( )( 的几个结果关于幂指函数 xgxf

,)(lim,0)(lim
00

BxgAxf
xxxx




设 则

.)](lim[)(lim
)(lim

)( 0

00

B
xg

xx

xg

xx
Axfxf xx  


)(ln)()(

00

lim)(lim xfxg

xx

xg

xx
exf


证

)(limln)(lim
00

xfxg
xxxxe 

BA

)(ln)(lim
0

xfxg
xxe 

BAe ln

例8 .)21(lim sin
3

0
x

x
x


求

解 x
x

x sin
3

0
)21(lim 



x
x

x
x

x
sin

32

2
1

0
)21(lim












 6e
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四、小结
连续函数的和差积商的连续性.

复合函数的连续性.

初等函数的连续性.

定义区间与定义域的区别;

求极限的又一种方法.

两个定理;   两点意义.

反函数的连续性.



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

一、 填空题：

1、 


43lim 2

0
xx

x
____________.

2、 


 x
x

x

11lim
0

____________.

3、 


)2cos2ln(lim
6

x
x


____________.

4、 


 x
x

x
2

4
tan

cos22lim


____________.

5、 


 t
e t

t

1lim
2

____________.

 6、设 ,
0,

0,
)(









xxa

xe
xf

x

 当 a _____时， )(xf 在

   ),(  上连续 .

练 习 题
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7、 函数
6
1)( 2

4





xx
xxxf 的连续区间为

   ________________.

8、 设













时当

时当

1,1

1,
2

cos
)(

xx

xx
xf 确定

   


)(lim
2
1

xf
x

__________; 


)(lim
1

xf
x

___________.

二、 计算下列各极限：

1、
ax

ax
ax 




sinsinlim ；     2、 x

x
x cot2

0
)tan31(lim 


；

3、 1)
12
32(lim 

 
 x

x x
x

；
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三、 设
















0),ln(
0,1

0,
)(

2

2

xxxb
x

xxa
xf 已知 )(xf 在

   0x 处连续，试确  定 a 和 b 的值.

四、 设函数 )(xf 在 0x 处连续，且 0)0( f ,已知

)()( xfxg  ，试证函数 )(xg 在 0x 处也连续.
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一、1、2；    2、
2
1
；   3、0；   4、0；

5、 )11(
2
1

2 
e

；     6、1；

7、 ),2(),2,3(),3,(  ；

8、
2
2
,0,不存在.

二、1、 acos ；  2、1；   3； 2

1
e

.

三、 eba  ,1 .

练习题答案
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作业：作业：P70 P70 
3:(3,5,7);4(3,4,5,6);6.3:(3,5,7);4(3,4,5,6);6.
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第十节
 

闭区间上连续函数的性质

一、最大值、最小值定理

二、介值定理

三、小结
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一、最大值和最小值定理

定义:

.)()()(
))()(()()(

,
),(

0

00

0

值小上的最大在区间是函数则称

都有使得对于任一如果有

上有定义的函数对于在区间

Ixfxf
xfxfxfxf

IxIx
xfI




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定理1(有界性与最大值和最小值定理) 在闭区
 间上连续的函数一定有最大值和最小值.

a b2 1 x

y

o

)(xfy 

).()(
),()(
],,[
],,[,
],,[)(

2

1

21

xff
xff
bax
ba
baCxf














有

使得

则

若

注意：1.若区间是开区间,  定理不一定成立; 

2.若区间内有间断点,  定理不一定成立.
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注意：1.若区间是开区间,  定理不一定成立;

2.若区间内有间断点,  定理不一定成立.

x

y

o
2


)(xfy 

x

y

o

)(xfy 

21

1
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二、介值定理
定义: .)(,0)( 00 的零点称为函数则若 xfxxf 

.)),(0)(( 内至少存在一个实根在即方程 baxf 

  ,0)()(,ba,C(x)  bfaff 且设定理2（零点定理）

.),()( 一个零点内至少在则 baxf

a

b.

.



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

定理3（介值定理）

  ),()(,,)( bfafbaCxf  且设

,)()( Cbfaf 之间的、则对于介于

),,( ba 一点至少 .)( Cf 有

C



几何解释:
.

)(
至少有一个交点直线

与水平连续曲线弧

Cy
xfy





B
C

A

a
b1 2 3 x

y

o

)(xfy 
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B
C

A

a
b1 2 3 x

y

o

)(xfy 

证 ,)()( Cxfx 设

,],[)( 上连续在则 bax
Cafa  )()(且

,CA 
Cbfb  )()( ,CB 

,0)()(  ba  由零点定理, 使),,( ba

,0)(  ,0)()(  Cf 即 .)( Cf  

用零点定理证
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推论
 

在闭区间上连续的函数必取得介于最大
 值

 
与最小值

 
之间的任何值.M m

x1

x2



南阳师范学院数学与统计学院高等数学教研室高等数学课件

例1

.
)1,0(014 23

至少有一根

内在区间证明方程  xx

证 ,14)( 23  xxxf令 ,]1,0[)( 上连续在则 xf

,01)0( f又 ,02)1( f 由零点定理,

使),1,0( ,0)( f ,014 23  即

.)1,0(014 23 内至少有一根在方程  xx

( , ), ( ) 0.a b f  使得

代数应用: 零点存在定理给了大家一个判定方
 

程在某个区间上是否有根的方法.
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例2

.)(),,(.)(
,)(,],[)(

 


fbabbf
aafbaxf

使得证明

且上连续在区间设函数

证 ,)()( xxfxF 令 ,],[)( 上连续在则 baxF

aafaF  )()(而 ,0

由零点定理,

使),,( ba ,0)()(   fF

bbfbF  )()( ,0

.)(  f即
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三、小结

四个定理

有界性定理;最值定理;介值定理;根的存在性定理.

注意
 

1．闭区间； 2．连续函数．

这两点不满足上述定理不一定成立．

解题思路

1.直接法:先利用最值定理,再利用介值定理;

2.辅助函数法:先作辅助函数F(x),再利用零点定理;
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一、 证明方程 bxax  sin ，其中 0,0  ba ，至

少有一个正根，并且它不超过 ba  . 

二、 若 )(xf 在 ],[ ba 上连续， 

bxxxa n  21  则在 ],[ 1 nxx 上必有  

 ，使 n
xfxfxf

f n )(......)()(
)( 21 
 . 

三、 设 )(xf 在 ],[ ba 上连续， bdca  ,试证

明：对任意正数 qp和 ；至少有一点 ],[ dc ,使

)()()()( fqpxqfxpf  .  

练 习 题
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思考题

下述命题是否正确？

    如果 )(xf 在 ],[ ba 上有定义，在 ),( ba
内连续，且 0)()(  bfaf ，那么 )(xf 在

),( ba 内必有零点.

作业：作业：P74(P74(习题习题11--10) 2;3;5.10) 2;3;5.
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思考题解答

不正确.

例函数








0,2

10,
)(

x
xe

xf

)(xf 在 )1,0( 内连续, .02)1()0(  ef

但 )(xf 在 )1,0( 内无零点.
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