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学习基本要求
 

第四章

 
向量组的线性相关性


 

1．理解n维向量、向量的线性组合与线性表示的概念.


 
2．理解向量组线性相关、线性无关的概念，掌握向量

 组线性相关、线性无关的有关性质及判别法．


 

3．理解向量组的极大线性无关组和向量组的秩的概

 念，会求向量组的极大线性无关组及秩．


 

4．理解向量组等价的概念，理解矩阵的秩与其行(列) 
向量组的秩之间的关系.


 

5．了解n维向量空间、子空间、基底、维数、坐标等

 概念．


 

6．了解基变换和坐标变换公式，会求过渡矩阵．


 

7．理解齐次线性方程组的基础解系、通解及解空间的

 概念，掌握齐次线性方程组的基础解系和通解的求法.


 
8．理解非齐次线性方程组解的结构及通解的概念．


 

9．掌握用初等行变换求解线性方程组的方法．



学习考研要求
 

第三章矩阵的初等变换与线性方程组


 

1．理解n维向量、向量的线性组合与线性表示的概念.


 
2．理解向量组线性相关、线性无关的概念，掌握向量

 组线性相关、线性无关的有关性质及判别法．


 

3．理解向量组的极大线性无关组和向量组的秩的概

 念，会求向量组的极大线性无关组及秩．


 

4．理解向量组等价的概念，理解矩阵的秩与其行(列) 
向量组的秩之间的关系.


 

5．了解n维向量空间、子空间、基底、维数、坐标等

 概念．


 

6．了解基变换和坐标变换公式，会求过渡矩阵．


 

7．理解齐次线性方程组的基础解系、通解及解空间的

 概念，掌握齐次线性方程组的基础解系和通解的求法.


 
8．理解非齐次线性方程组解的结构及通解的概念．


 

9．掌握用初等行变换求解线性方程组的方法．



学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合

第一节
 
向量组及其线性组合

n个数组成的有序数组

称为n维向量
 

，
 

称为向量的第i个分量
 

．向
 量一般用小写的希腊字母，，…表示，分量

 一般用小写的英文字母
 

,
 

,
 
表示.n维向

 量也可以写成行的形式:            

ai

ai

bi ci 

1.n维向量

1
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n

a
a

a

 
 
 
 
  
 



 aaa n,,, 21 



特别地，称分量都为0的向量为零向量
 

.记作
 

0

称向量
 

为向量
 

的负向量.

1

2

n

a
a

a



 
 
    
  
 







向量相等
 

设

若 则称 与 相等.ii ba   ni ,2,1  
 记作

1
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学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



2.向量的线性运算

(1)加减法

则

1

2

n

a
a

a



 
 
   
  
 



1
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b
b

b



 
 
   
  
 


设
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学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



(2)数乘
 

设
 

，k 为任意实数

则

运算法则:

(1)  
(2) )()(  

(4)

  0(3)

  )(
(5) )()(  lkkl 
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n

a
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a
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学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



注意：向量的线性运算法则与矩阵的线性运算

法则没有什么区别．

(6)

(7)

(8)

 1

 lklk  )(
 kkk  )(

学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



3.向量组及其线性组合

若干个同维数的列向量（或同维数的行向
 量）

所组成的集合叫做向量组

齐次线性方程组
 

的全部解当

时是一个含无限多个
 

维列向量的向量组.

0Ax nAR )(

n

学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



一方面，
 

矩阵的全体列向量是一个
 含有

 
个

 
维列向量的向量组，它的全体行向

 量是一个含有
 

个
 

维行向量的向量组.

nm
n m

nm

向量组与矩阵之间的关系

含有有限个向量的有序向量组与矩阵一一对应.

个
 

维列向量所组成的向量组
 

:            

构成一个
 
矩阵

m n A m ,,, 21 
mn ),,,( 21 mA  

另外，

学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



线性方程组的向量表示

线性方程组的一般形式
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学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



线性方程组的矩阵形式
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学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



令

11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

, , , ,

n

n
n
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b
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线性方程组的向量形式

1 1 2 2 n nx x x b     

学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



定义2   给定向量组
 

：
 

，

对于任何一组实数
 

，表达式

A
m ,,, 21 

1 2, , , mk k k
1 1 2 2 m mk k k    

称为向量组
 

的一个线性组合， 称

为这个线性组合的系数.

A 1 2, , , mk k k

给定向量组
 

：
 

和向量

如果存在一组实数
 

，使

A m ,,, 21  b

1 2, , , m  

1 1 2 2 m mb        
则称向量

 
能由向量组

 
线性表示.b A

学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



定理 1  向量  能由向量组 1 2: , , , mA    线性表示 

线性方程组 1 1 2 2 m m         有解 

 ( ) ( )R A R B ，其中    1 2 1 2, , , , , , , ,m mA B         。 

    推论  （1）向量  不能由向量组 1 2: , , , mA    线性表示的充分必要条件

是 ( ) ( )R A R B ，其中    1 2 1 2, , , , , , , ,m mA B         。 

（2）向量  能由向量组 1 2: , , , mA    线性表示，且表达式唯一的

充分必要条件是 ( ) ( )R A R B m  ，其中    1 2 1 2, , , , , , , ,m mA B        

          （3）向量 能由向量组 1 2: , , , mA    线性表示，且表达式不唯一

的充要条件是 ( ) ( )R A R B m  ，其中    1 2 1 2, , , , , , , ,m mA B         。

学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



例2   设
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1
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1
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1

,

2
2
1
1

321 b

证明向量
 

能由向量组
 

线性表示，

并求出表达式.

b 321 ,, 

学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



定义3
 

设有两个向组
 

：
 

和向

量组
 

：
 

，若
 

组中的每个向量都

能由向量组
 

线性表示，则称向量组
 

能由向量

组
 

线性表示.

A m ,,, 21 
B 1 2, , , l   B

A B

A

若向量组
 

与向量组
 

能相互线性表示，

则称这两个向量组等价.

A B

记 ， ，则1 2( , , , )mA     1 2( , , , )lB    

向量组
 

能由向量组
 

线性表示B A 
矩阵方程

 
有解.BAX 

等价作为向量组与向量

 组之间的关系具有反身

 性，对称性和传递性

学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



定理2
 

向量组
 

：
 

能由向

量组
 

：
 

线性表示的充分必要条件

是矩阵
 

的秩等于矩阵

的秩，即

A m ,,, 21 
B 1 2, , , l  

1 2( , , , )mA    

1 2 1 2( , ) ( , , , , , , , )m lA B        
),()( BARAR 

推论
 

向量组
 

：
 

与向量

组
 

：
 

等价充分必要条件A m ,,, 21 

B 1 2, , , l  

( ) ( ) ( , )R A R B R A B 

学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



例3
 

设
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证明向量组
 

与向量组
 

等价.21, 321 ,, 

学习内容
 

第一节

 
向量组及其线性组合



 s,,, 21 

 s,,, 21 定义
 

设n维向量
 

,若存在一组不全
 为0的数

 
,使得

称
 

线性相关,否则称为线性无关..

kkk s,,, 21 
02211   sskkk 

1.定义

第二节
 
向量组的线性相关性

学习内容
 

第二节

 
向量组的线性相关性



1 2, , , s  向量组
 

线性相关


1 1 2 2

0
s sx x x     齐次线性方程组

有非零解


系数矩阵

 
的秩小于

 
.1 2( , , , )sA     s

学习内容
 

第二节

 
向量组的线性相关性



1 2, , , s  向量组
 

线性无关


1 1 2 2

0
s sx x x     齐次线性方程组

只有零解


系数矩阵

 
的秩等于

 
.1 2( , , , )sA     s

学习内容
 

第二节

 
向量组的线性相关性



定理
 

向量组
 

线性相关的充分
 

必要条件是它所构成的矩阵
 

的秩小于向量的个数
 

；向量组线性无关的
 

充分必要条件是

1 2( , , , )mA    
m

mAR )(

m ,,, 21 
2.判定

(1)单个向量
 

线性相关的充分必要条件是
 
;

(2)含有两个向量
 
的向量组线性相关的充

 
分必要条件是

 
对应成比例 ;

 0

 ,

 ,

学习内容
 

第二节

 
向量组的线性相关性



m ,,, 21 等价定义
 

向量组
 

：
 

线
 

性相关的充分必要条件是在向量组
 

中至少有
 

一个向量能由其余
 
向量线性表示.

A

A

1m

)2( m

学习内容
 

第二节

 
向量组的线性相关性



例4  设     ,2,1,1,1,0,1 21
TT  

  ,5,3,23
T 讨论

 
的线性相关性.  321 ,, 

例5  设
 

线性无关

,2 3211  
321 ,, 

,2 3212  
.2 3213   证明

 
线性无关.321 ,, 

学习内容
 

第二节

 
向量组的线性相关性



3.性质

(1)含有零向量的向量组线性相关;

(2)存在部分相关，整体也相关；

整体无关，任意部分都无关；

(3)设k维向量组

s 维向量组

若向量组
 
线性无关, 则添加一些分量后的向

 量组
 
也线性无关;

 aaa ikiii ,,, 21 
 aaaaa isikikiii  ,,,,, 121 

 

 
 

 

学习内容
 

第二节

 
向量组的线性相关性



（4）任意
 
个

 
维向量组都线性相关；1n n

任意m个n维向量，如果m>n, 则必线性相关;

(5)
 

n维向量组
 

线性无关，而

，
 

线性相关，则
 

可由 m,,, 21 

 m,,, 21 

 m,,, 21 
 

线性表示,且表示法唯一;

学习内容
 

第二节

 
向量组的线性相关性



定义
 

设 为n维向量组
 

中的一

部分向量，如果满足：

(i) 线性无关；

(ii)  中任意一个向量
 

可由

线性表示
 

．

称 为 的一个极大无关组．

 r,,, 21 

 r,,, 21 

 r,,, 21 

 r,,, 21 


A

A

A

1 向量组的极大无关组

第三节
 
向量组的秩

学习内容
 

第三节

 
向量组的秩



性质（1）
 

n 维向量组
 

的极大无关组不唯一,但

任何一个极大无关组所含向量的个数是唯一的．

（2）n 维向量组
 

与它的任何一个极大无关组
 等价. 

A

A

等价定义
 

如果n维向量组
 

中的一个部分组

线性无关，且向量组
 

中的任意

个向量都线性相关，则称

为 的一个极大无关组． r,,, 21 

 r,,, 21 
A

A

A

1r

学习内容
 

第三节

 
向量组的秩



2 向量组的秩

定义
 

向量组
 

的极大无关组所含向量的个数称
 为向量组

 
的秩

 
.

性质
 

（1）向量组
 

的秩为r，向量组
 
的秩

 为m，如果向量组
 

可以由向量组
 
线性表

 示，那么rm ．

（2）如果两个向量组等价，那么秩相等．

（3）向量组
 

线性无关的充分必要条
 件是它的秩＝r.

 
   

 

 r,,, 21 

A
A

（4）向量组
 

线性相关的充分必要条
 件是它的秩<r.

 r,,, 21 

学习内容
 

第三节

 
向量组的秩



3 向量组的秩及最大无关组的求法

定理
 

6  矩阵的秩等于它的列向量组的秩
 

也等于它的行向量组的秩.

对于只含有有限个向量的向量组
 

：

，写出它所构成的矩阵

，求出A的秩也就是向量组
 

的秩.

A

m ,,, 21 

1 2( , , , )mA    

学习内容
 

第三节

 
向量组的秩



方法：首先写出它所构成的矩阵

，然后用矩阵的初等行变换化
 

为行阶梯型矩阵，非零行的行数即为向量组的
 

秩，非零行的第一个非零元所对应的原向量组中
 

的向量即为向量组的最大无关组.

1 2( , , , )mA    

学习内容
 

第三节

 
向量组的秩



例11  求下列向量组的秩，并求一个最大无关组

1 2 3

1 9 2
2 100 4

, ,
1 10 2

4 4 8

  

     
            
     
     
     

学习内容
 

第三节

 
向量组的秩



解

所以，向量组的秩等于2，其中
 
为其最大无

 关组.

1 2 3

1 9 2
2 100 4

( , , )
1 10 2

4 4 8

A   

 
   
 
 
 

2 1

3 1

4 1

2

4

r r
r r
r r






～

1 9 2
0 82 0
0 19 0
0 32 0

 
 
 
 
  

2

3 1

4 1

82
19
32

r
r r
r r






～

1 9 2
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 
 
 

1 2, 

学习内容
 

第三节

 
向量组的秩



第四节
 
线性方程组解的结构

学习内容
 

第四节线性方程组解得结构

一、齐次线性方程组解的结构

1.齐次线性方程组解得性质

设齐次线性方程组

它的解
 

，令

称之为方程组的解向量，也即是
 

.

0Ax 

1 1 2 2, , , n nx k x k x k  

1

2

n

k
k

k



 
 
 
 
 
 



0A 




 

性质1 若
 

为方程组

 
的解，则

也是其解.


 

性质2 若
 
为

 
的解，则对任意的实数

 
，

也是其解.


 

若

 
是方程组

 
的解，则对任意的一组实

 
数

 
，

 
都是其解.

1 2,x x   0Ax 

1 2x   

1x  0Ax  k

1x k

1 2, , , rx x x    

1 1 2 2 r rx k k k     1 2, , , rk k k

0Ax 

学习内容
 

第四节线性方程组解得结构




 

齐次线性方程组的解集的最大无关组称为该齐次线性方程组的

 基础解系.


 

定理7 设 矩阵 的秩 ，则

元齐次线性方程组

 
的解集

 
的秩

 
.

m n A ( )R A r n
0Ax  S

SR n r 

学习内容
 

第四节线性方程组解得结构




 

例12  求齐次线性方程组

的基础解系与通解.

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0
2 5 3 2 0
7 7 3 0

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

学习内容
 

第四节线性方程组解得结构




 

二、非齐次线性方程组解的结构


 

1.非齐次线性方程组解的性质


 

设非齐次线性方程组


 

（1）


 

则称它所对应的齐次线性方程组


 

（2）


 

为其导出组.

Ax b

0Ax 

学习内容
 

第四节线性方程组解得结构




 

性质1 设 都是（1）的解，则

 
为其导出组（

 2）的解.


 

性质2 设 是（1）的解，

 
是（2）的解，则

 
仍

 是（1）的解.

若方程（2）的通解为

 
，则方程（1）的任一

 解总可表示为

1 2,x x   1 2x   

x  x  x   

1 1 2 2 n r n rx k k k      

1 1 2 2 n r n rx k k k        
为（1）的一个

 特解

学习内容
 

第四节线性方程组解得结构



例16    求解方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0
3 1

12 3
2

x x x x
x x x x

x x x x


    


   

     


学习内容
 

第四节线性方程组解得结构



第五节
 
向量空间

学习内容
 

第五节

 
向量空间

一、向量空间、基、维数

1.向量空间

设V为n维向量的非空集合，若V满足

 
:

加法封闭：若α，β∈V,  则α＋β∈V；

数乘封闭：若α∈V,  则
 

kα∈V；

则称V为一向量空间.

例1   niRV aaaa in ,,2,,,,,0 32   

  niRV aaaa in ,,2,,,,,1 32   



由一个零向量构成的向量空间称为零空间；

由全体 n维实向量构成的向量空间记为 Rn

2.基与维数

设V为向量空间，若向量

 
V ,且

(1)             线性无关;
(2)V中任何向量都可由

 
线性表示,

则称

 
为V的一组基；r为V的维数,

记为dimV=r. (注意空间维数与向量维数的区别)
 r,,, 21 

 r,,, 21 
 r,,, 21 

 r,,, 21  

3.子空间

设

 
为向量空间V的非空子集，且

 
也构成

向量空间，则称

 
为V的一个子空间．记

 
V.

U U
U U

学习内容
 

第五节

 
向量空间



4.生成的子空间

(1)定义

 
设 ，则称

为

 
生成的子空间

 
.  记作

 m,,, 21 

 m,,, 21 
 miRkkkkV imm ,,2,1,2211   

Rn

(2)性质

  mL ,,, 21 

学习内容
 

第五节

 
向量空间

 m,,, 21 
 m,,, 21 

  mL ,,, 21 

  mL ,,, 21 
  mL ,,, 21 (i)                        的极大无关组是

的基,dim =   的 秩;

(ii) =                           的充分必要条件是

 和

 
等价;

  sL ,,, 21   m,,, 21 
 s,,, 21 



(iii)                                                       的充分必要条件是

 
可由

 
线性表示;

  mL ,,, 21   m,,, 21 
 s,,, 21 

  sL ,,, 21 

(iv) ，如果

 
线性无关，则

＝

 
，

 
是

 
的一组基，dim ＝n.

 n,,, 21  Rn  n,,, 21 
Rn),,,( 21  nL  RnRn n,,, 21 

例2 设      ,4,1,0,2,6,3,0,3,2,1,0,1 321  

求

 
的基与维数.  321 ,,L

例3  设      2,6,4,5,2,3,5,1,0,1,3,2 121  
 4,11,5,82  .  试证     2121 ,, LL 
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二、坐标与坐标变换
1.坐标

设

 
是向量空间 V的一组基，

 
是V中的一个向

 
量 ，

可由

 
唯一线性表示成

称

 
为向量

 
在基

 
下的坐标，记

 作 .

 n,,, 21 
 n,,, 21 
 n,,, 21 





  nnxxx  2211

xxx n,,, 21 

 T

nxxx ,,, 21 

注意：向量的坐标不要与向量混为一谈,n维向量只有在自然基(即

 
)下

 的坐标才是它的本身.

eee n,,, 21 

例4

 
求 在基

 
, 3,2,1    1,1,0,1,0,1 21    1,1,13 

下的坐标.
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2.过渡矩阵

设

 
和

 
是向量空间 V的两组基，且

或写为

 
＝

其中

称

 
为由基

 
到基

 
的过渡矩阵

 
．

 n,,, 21 

 n,,, 21 

 nnppp 12211111  
 nnppp 22221122  


 nnnnnn ppp  2211

),,,( 21  n   n,,, 21 

P

P

 
nijpP 

 n,,, 21 

 n,,, 21 
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3.坐标变换

设V中的某个向量

 
在两组基

 
和

 
下的坐标分别为

 
和

 
，则

  n,,, 21   n,,, 21 

 T

nxxx ,,, 21   T

nyyy ,,, 21 

称之为坐标变换公式．







































nn y

y
y

P

x

x
x


2

1

2

1
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例5  设

 
的两组基为R4

 
 
 
 














1,1,0,1
0,2,1,0
0,0,2,0
0,0,0,1

4

3

2

1




  

 
 
 














2,3,0,0
5,8,0,0
0,0,1,2
0,0,2,5

4

3

2

1






(I)              ,      (II)               .

(1) 求由基(II)到基(I)的过渡矩阵 ;

(2) 求向量

 
在基(II)下的坐标. 321 23 
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